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N’hésitez pas a me poser des questions (voir adresse email ci-dessus).

Les questions qui peuvent étre abordées sans avoir résolu les questions précédentes sont marquées
par une fléche (—).

1 Combinaison de matrices de diffusion

Nous allons considérer un systéeme unidimensionnel avec 2 barrieres. Chacune des barriere est
caractérisée par un potential U;(z) = U;d(z — x;).

1.1 Construction de la matrice de diffusion pour une barriere

Nous étudions d’abord I’Hamiltonien
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+ Uid(x — x1).
Considérer une particule d’énergie E incidente de la gauche. La fonction d’onde peut étre écrite
sous la forme

P(x) =N

ik(z—x1)
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t1€

ol N est un facteur de normalisation.

1. Donner la relation entre le vecteur d’onde k et ’énergie E.

Solution:
k.2

E =
2m

2. Utiliser la continuité de la fonction d’onde en z = x1 pour trouver une relation entre r1 et
t.

Solution:
1+r =1t

1—t1:—7“1

3. Intégrer I’équation de Schrodinger stationnaire entre x; — € et x1 + € est prendre la limite
¢ — 07 pour obtenir une relation entre la dérivée ¥(z; — 07) et (a1 + 0T).



Solution:
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—% (¢ (x1 +07) = ¢ (x1 — 07)) + Urgp(z1) = 0

4. Utiliser le résultat de la question précédente pour trouver une relation entre r; et ¢;.

Solution:
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5. Utiliser les résultats des questions 2 et 4 pour déterminer rq et ;.

Solution:

2mU
1—t <1+z’ ”Z 1) =—(1—t)

; 1
1= -mUq
14 im0
-mUq
T = —77] k
-mU;
T+ 4

En répétant les mémes étapes pour une particule incidente de la droite avec fonction d’onde

t)e~th(@=a1) r <z

e—ik(ac—acl) + rieik(m—xl) T > 1 )
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on peut démontrer



Avec cela, on peut construire la matrice de scattering

r t)
S1 = .
=)

En particulier, t; = ] = /T1e¥t! avec
T =

et 1y =1 = V/Rie®¥ avec Ry =1 —Tj.

1.2 Matrice de diffusion des 2 barriéres en série

La matrice de scattering S des deux barrieres en série lie les amplitudes sortantes aux amplitudes
rentrantes de part et d’autre des 2 barrieres

(be) =5 (os)
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6. Au lieu d’utiliser la matrice de diffusion, on peut écrire une relation entre les amplitudes
ar,,ar,br,br a ’aide de la matrice de transfert M sous la forme

<bR> <aL> '
ar b
Démontrer que M prend la forme

1 [t —rr" o
M_t’( —r 1)'

Solution: On a
b, = rar+tag,
br = tar +7ag.
Avec
br, — ray,
arp = T)
on obtient ) . . .
I — Tar, tt —rr r
bR:tCLL—I—T/ 7 = y GL+§bL~
A comparer avec
br = muiar +mi2byr,
ar = maiar + mabyr.
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Donc
tt —rr! r! r 1
E— mi2 = — ma1 = —— mao = —.

mi1 = t/ ) tla ¥

7. Démontrer que la matrice de transfert des deux barrieres en série est donnée par

e'k(mg—xl)
M = M2 < 6—ik(1’2—x1)> M]_

Solution:

bL<— — — | a,

b, a,
a — - > | ——> bR
a b,

X1 X

()= () e () =2 ().

Entre les deux barrieres il y a une propagation libre avec vecteur d’onde +k. Donc
ay = eF@2=21)p ot gy = H(-R)(@1-22)p, te] que

CZQ _ e’ik(:cz—l’1) bl
b2 - e*ik(ajzf.’bl) a1 °
bR as eik(:rgfxl) by
(CLR> = M2 <b2) = M2 < e_ik(m_xl) a1

Donc

eik(wg—l‘l) ar, ar,
- 2 ctenenn ) 30 () =0 (32).
On trouve donc

1 ((tlt’l —rir)) (tath — rgré)e’kAw — rlr’Qe_’kAx 7 (tath — Tgré)eikm‘: + T’Qe_ikmc>

M = : o : i
tlltIQ —7rg (tlt/l _ Tlrll)ezkA:r —rie ikAx _T/lr2ezk:Ax te ikAz

avec Ax = xo — x1. Cela implique

! 4/
t/ — t1t2
_7»/1T2ezkAw + e—zkAx
. o (tltll o rl,rll)ezkAz 4 Tle—zkAz

i rpeihe f emiFAT
8. Démontrer que la probabilité de transmission prend la forme

B T,
1 + R1Ry — 2v/R1Ro COS(2X)

T = ’t/‘Q

avec x = kAx + arg(rire)/2.
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Solution:

T — ’t,‘Q _ T1T2
R1R2 +1— T‘iT’QGZikAx _ (T./1T2)*e—2ikA:c

9. En variant I’énergie, quelle est la transmission minimale ? Quelle est la transmission maxi-

male?
Solution:
T Ty B Ty
14 RIRy+2VRIRy; (14 VRiRy)?
T T
T = 142 142

14+ RiRy — 2/ R1Rs - (1 —vRiR3)?

10. Considérer le cas T7 = To = Ty. Quelle est la transmission minimale ? Quelle est la trans-
mission maximale ? Tracer T'(x) pour les cas Tp < 1 et Ry < 1.

Solution:
oo Tg (=R
TR (2-Ty)2 (14 Rp)?
T2
Trax = —2 =1
max T02

2 Quantum Hall effect : Landauer-Bittiker formalism

Ici nous considérons une croix de Hall, démontrée ci-dessous.

He Hs
L]

H1: @B :u4
N
) H3

Il s’agit d’un systeme bi-dimensionnel sujet & un champ magnétique perpendiculaire. Dans le
régime de l'effet Hall quantique le systéeme forme de niveau de Landau. Du au confinement
latéral, les niveaux de Landau. occupés dans le bulk du systeme croisent le niveau de Fermi au
voisinage des bords, ainsi formant des états de bord.
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1. Indiquer le sens de propagation des états de bord pour la barre de Hall montrée ci-dessus ?

Solution: Les états de bord se propagent dans le sens horaire.

2. Nous supposons que le champ magnétique et potentiel chimique sont ajustés tel qu’il n’y a
qu’un seul état de bord (dégénéré en spin). Déterminer toutes les probabilités de reflexion
R;; et probabilités de transmission Tj; (i # j) pour i,j =1...6.

Solution: On a Tg; = Tj41 = 1 pour ¢ = 1...5 tandis que tous les R;; ainsi que les
autres T;; sont nulles.

3. En prenant la formule de Landauer-Biittiker comme point de départ,

2
L= O Cap Z{éw 1921 £5(E),

démontrer qu’a T' = 0 on peut écrire

1 =10 0 0 0

0O 1 -1.0 0 0
F_210 0 1 -1 0 0|z

R0 0 0 1 -1 0

0o 0 0 0 1 -1

-1 0 0 0 1

tel que I; = (2¢2/h)(V; — Vig1). Iei X = (V4,...,Ve)T et le potentiel dans le réservoir i est
donné par u; = i1 + €Vj.

Solution: La matrice de diffusion S ne dépend pas de la température. En outre, f;(E) =
O(p +eV; — E). Donc

Z{(szy |95 * M7 + eVj) = Z{dw 1S}V
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Avec
O -1 0 0 0 O
O 0 -1 0 0 O
g O 0 0O -1 0 O
o o o o0 -1 0]’
o o0 o0 0 0 -1
-1 0 0 0 0 O
on obtient le résultat indiqué.
4. On considere qu’un courant I est appliqué entre les terminaux 1 et 4 : I = I; = —I4.

Les autres courants sont nuls. On choisira V5 = 0. Déterminer les autres tensions V; pour
i=1...5.

Solution:

0= (2¢*/h)(Va — V3) — Vs =V,

0= (2¢*/h) (Vs — Vi) — Vi=Vs=V,

0= (2¢*/h) (V5 — Vg) — Vs=Vs=0

0= (2¢*/h) (Vs — V1) — Vi=Ve=0
Donc ) )

2e
== 7 =g

5. Déterminer la resistance longitudinale Ry, = (V3 — V5)/I ainsi que la resistance transverse
ou resistance de Hall Ry = (Vg — Va)/1.

Solution: On obtient Ry, = 0 et Ry = h/(2¢?).
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