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TD 2 — 12 décembre 2022

N’hésitez pas a me poser des questions (voir adresse email ci-dessus).

Les questions qui peuvent étre abordées sans avoir résolu les questions précédentes sont marquées
par une fléche (—).

1 Courant tunnel entre deux métaux — 2"% partie

Dans cette exercice, nous allons considérer le courant entre deux métaux séparés par une barriere
isolante (voir schéma ci-dessous). Les électrons peuvent passer d'un coté a lautre via leffet
tunnel. Nous négligeons le spin des électrons. La température du systeme est 1" = 0.

barriere
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My eV
Mg
métal métal
(gauche) (droite)
A(1) 5(1)
Cy d z

L’Hamiltonien qui décrit le systeme peut étre écrit sous la forme
H=H;+ Hr+ Hr,
ou Hj, décrit le métal de gauche (L = left), Hp décrit le métal de droite (R = right) et Hr

décrit le couplage tunnel entre les deux. L’Hamiltonien tunnel Hp est donné par

_ 1 A
Hr = Ztﬁﬁdgcﬁ+ h.c..

k?ﬁ

Nous utilisons des notations ot A = 1. Ici ¢ (é;;) sont des opérateurs d’annihilation (création)
d’un électron avec quantité de mouvement p dans le métal de gauche et JE (d}) sont des

opérateurs d’annihilation (création) d’un électron avec quantité de mouvement % dans le métal

de droite. Les opérateurs ég) et cig) anticommutent. t];ﬁ est I’amplitude tunnel pour passer d’un

état avec quantité de mouvement p’ a gauche a un état avec quantité de mouvement k a droite.
h.c. dénote le conjugué hermitien des termes écrits.

Au TD 1, nous avons étudié les propriétés des 2 réservoirs découplés. En particulier, nous avons
déterminé les fonctions de Green

1
Gr(pw) = i ’
L(Pw) w — &L+ insign(|p] — pp)
- 1
gR(k’w) =

w — 55 +in sign(|/¥| — kﬁ)



En outre, nous avons démontré que le courant tunnel prend la forme I(t) = —e(Ny(t)) avec
. — Lo gtal oAl g
N;, = zZ (tkﬁd];cp tEq 5 k) .
k:7ﬁ

1.1 2éme partie : Courant et réponse linéaire (SUITE)

Pour évaluer <N 1.(t)), nous allons utiliser la représentation d’interaction avec Hy = Hr, + Hp et
V =Hrp.

14. — Démontrer ’expression suivante en réponse linéaire :

o) =i [ at (N0, B + 007

—0o0

Solution: Les “interactions” apparaissent dans la dépendance en temps de Ny, (t) sous
la forme

t
Np(t) = ST(t, —00) N (1) S(t, —00) avec S(t,—o0) = T exp|—i / at’ 7D ().
Un développement jusqu’au premier ordre donne

t t
Nit) = ND@)+i / at HP )N @) —iNnD (@) / dat’ HD (t) + 0(v?)
—00

—00

= N0 [ a0, B+ o),

La moyenne (N g) (t))o est nulle parce que Hy conserve le nombre de particules dans le
métal de gauche. Donc

wn0) =~ [ ar (5@, 1@l + 0(v),

—0o0

15. — Expliquer pourquoi, en représentation d’interaction, on peut écrire

X(t) — eiKOtei(;UfLNL+#RNR)tXe_i(NLNL+NRNR)te_iKOt

avec Kg = Kr, + Kp.

Solution: La dépendance en temps est donnée par

A~

X(t) — eiH()tXe—iHot — eiKot-i-i(uLNL+;,LRNR)tXe—Z'K0t—i(;,LLNL+;,LRNR)t'

Comme Ny, et Ng commutent avec K, on obtient la formule indiquée.

16. — Démontrer
L NL+1rRNR) CZ% éﬁe*i(#LNLJruRNR)t _ e*ithcf}% ép.
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Solution:
(ML NL+1RNR) d;% éﬁefi(uLNLJruRNR)t _ eiMRNth”L e~ mRrNRt eiuLNLtéﬁefiuLNLt

_ eiuthAT —ipLta . _ o zth(jT P
7= i &

En utilisant les résultats obtenues jusqu’ici, on peut écrire

I(t) = e/_too dt’ <[Z (tEﬁ E_ie‘/td}(t) s(t) — t;%ﬁ eie\/tél];(t) AE(t)> ’

k7ﬁ

—ieVt 3t (N A / eVt At N 3 /
Z (t,g,ﬁ/ VAL (¥ e () + s Ve () dip (1 ))DO.
k‘/7ﬁ/

17. — Expliquer comment cette formule peut étre réduite a

I(t) = e/t d’ eVt =0 <{Ztkﬁcﬂ £t é;,(t’) l,(t’)DO
. =

t N
_e/_ ar 6‘“”“‘”<[Zt}%ﬁé;<t> (0.t dL @) e (1))
0o k'

k,p

Solution: Les termes qui ne contiennent pas le méme nombre d’opérateurs de création
et d’annihilation pour chacun des deux métaux sont nuls en moyenne.

On peut montrer que l'intégrant dépend de t — ¢’ seulement. Par conséquent, le courant ne
dépend pas du temps. Avec un changement de variable, il peut étre écrit sous la forme

I = e / T e*iew<[A(t),AT(0)}>o

— 00
Z tip dz

18. — Définir des fonctions de correlation retardees Ugr(t) et avancées U4(t) tel que

10 = ief [T ae o - [T ac o),

Solution: On peut écrire

I = ie(/oo dt e_ith(—i)G(t)<[A(t),.AT(O)]>

avec

oo 0
- /_ Z dt e—ieww(—t)< [A(t), AT(O)] >0> .
Donc
Un(t) = —i@(t)< [A(t), AT(O)] >0, Ua(t) = i@(—t)< [A(t), AT(O)] >0.
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En utilisant les propriétés des fonctions retardées et avancées, on conclut que

I = —2e [Ur(—eV)].

1.1.1 La fonction de corrélation
La fonction de corrélation ordonnée en temps correspondante est donnée par
Ut) =i Dt i (TdL(t) 5(t) E,(0) dg (0)).
kpik’ 5’

19. — Utiliser le théoreme de Wick et les propriétés des fonctions de Green des deux métaux
pour obtenir

U(t) =—i Z |tﬁﬁ|2GL(ﬁ7 t)GR(Ea _t)'

k’ﬁ

Solution: Avec <f0ﬁ(t)dj;.(t)> = (TJE/(O)é;, (0)) = 0 (nombre de particules conservé

séparément a droite et a gauche en absence du terme tunnel), on obtient

Ut) = —i Y tgtr (TdH() () ¢

k:,p,k/7p
- Z iy T (Té(t) & (0))(Tdg (0)dL(8))
= Z tkp k _JGL(p7 )6ﬁ7ﬁ'GR(k7_t)5];]§'
k,p,k’,p
= —i Y [tz PCL(B G R(K, —t).

k7ﬁ

En utilisant les expressions pour les fonctions de Green, on trouve

) =i 3 gl {0007 — pRIOCRE — K] + 6(-10(wk — M6 ~ k) }.

20. — Démontrer

1 =
Uw) = Pl — GEre Ok — PR — k)
k,p

w— (€& 1§R) 0(pl — pi)0(k 1@—@)}-
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Solution: La transformée de Fourier de () est donnée par
Uw) = / dt e =Ml (1)
- @Z\t Pt S o - oo - 1)

b [ dr el S ok — )R] - kD)

-1 o
= i Id ey 091 — PRI — IR
E,ﬁ P k
1 L . R
e —em ok~ PR k)
_ 1 L R 1
= Zrt,ﬂ,{ e ey PO — 1)

1
w— (L —el)—

0of — [P0 — kf) |,
n

ce qui est le résultat indiqué.

21. — Utiliser les relations entre les fonctions de Green ordonnées en temps et les fonctions de
Green retardées / avancées pour déterminer Ug(w).

Solution: Avec Ug(w) = U(w + id), on obtient

1
2
Z' i — (g —ef)+io

{00k — DO — kf) — 0051 — pE)OCE — IR }.

1.1.2 Le courant tunnel

Maintenant nous avons tout ce qu’il faut pour calculer le courant tunnel a travers la barriere
isolante.

22. Utiliser les résultats ci-dessus et lims_,o+ S[1/(x +40)] = —7d(x) pour démontrer

1= 2me 3 It 6ok — PR — K — 60051 — pf)OGE — [FD] 66V — & + &),

Solution: Selon l'énoncé, le courant est donné par I = —2eSJ [Ug(—eV)]. Avec les
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résultats des questions précédentes, on trouve

I = —2eS[U(—eV +id)]

1
= —2e3 te |
“[Z L (€L —¢B)tis
k5 P k

{00F — 1O(E| — k) — 00151 — pEIOCRE — 1K)} ]

= 27e Y [tg,f? |0(0F — IDO(R] — kF) — 00181 — pE)OCKE — [R])] 6(eV — ¢ + €.
k.7

23. — Par la suite, on supposera tEﬁ = t. Transformer les sommes sur p' et k dans des intégrales
L R
sur fﬁ et fE.

Solution:

o0 [e.9]

I = 27re\t\2£6/ dgr, I/(,uL—i-ﬁL)/ dér V(iR + &R)

—HL —HR

[0(—€L)0(Er) — 0(EL)0(—ER)] 0(eV — Er +EL)

24. Utiliser la distribution de Dirac pour évaluer l'intégrale sur £z et démontrer que, pour
V >0,

0
I(t) = Qﬂe\t\Qng/ Vde vipr +&0)v(ur + &L +eV)

—e

Solution:

1 oo
I = omeliP g / der v(ur + E)v(un + €+ €V)
—HL

[0(=EL)0(EL +eV) — 0(§L)0(—EL — eV)]

1 0
— oneltP g [ g vl + €00 (un+ €1+ V)OV)

—e

—eV
—/O der v + €0 (pm + &0+ eV)0(=V)].

Pour V' > 0 seulement le premier terme est non-nul ce qui donne le résultat indiqué.

25. — Approximer les densités d’états par leur valeurs au niveau de Fermi et trouver le résultat
final pour le courant.

Solution: En prenant v(ur + &) =~ v(ur) =vi et v(ur + &L +€V) = v(ur) = vg, on
obtient

I 1
I = 27Te|t|2VLVR/ dép = 2me®V |t —vrvp.
L6 eV L6

Page 6



26. Discuter le résultat.

Solution: Seulement les électrons avec énergies entre up et uy participent au courant.
Le courant est donc proportionnel a py, — ur = eV. Le courant est aussi proportionnel
a [t|? ce qui correspond & une probabilité de passer d’un coté a I'autre par effet tun-
nel. Finalement les densités d’états déterminent le nombre d’états qui contribuent au
courant.
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