M2 MATIERE QUANTIQUE JULIA MEYER (JULIA.MEYERQUNIV-GRENOBLE-ALPES.FR)
CORRELATIONS & TRANSPORT

TD 1 — 21 novembre 2022

N’hésitez pas a me poser des questions (voir adresse email ci-dessus).

Les questions qui peuvent étre abordées sans avoir résolu les questions précédentes sont marquées
par une fléche (—).

1 Courant tunnel entre deux métaux — lere partie

Dans cette exercice, nous allons considérer le courant entre deux métaux séparés par une barriere
isolante (voir schéma ci-dessous). Les électrons peuvent passer d'un coté a lautre via Deffet
tunnel. Nous négligeons le spin des électrons. La température du systeme est T = 0.

barriere
isolante

My eV
Mg
métal métal
(gauche) (droite)
A(1) 5(1)
Cy d].c.

L’Hamiltonien qui décrit le systeme peut étre écrit sous la forme
H=H;+Hgr+ Hr,

ou Hj, décrit le métal de gauche (L = left), Hr décrit le métal de droite (R = right) et Hp
décrit le couplage tunnel entre les deux. L’Hamiltonien tunnel Hr est donné par
_ Lot
Hp = Zt s dl i+ hec.

—

k?ﬁ

Nous utilisons des notations ot i = 1. Ici ¢y (é;) sont des opérateurs d’annihilation (création)

d'un électron avec quantité de mouvement p” dans le métal de gauche et cfE (d}) sont des

opérateurs d’annihilation (création) d’un électron avec quantité de mouvement k dans le métal

de droite. Les opérateurs é}g) et cig)

état avec quantité de mouvement p & gauche & un état avec quantité de mouvement k a droite.
h.c. dénote le conjugué hermitien des termes écrits.

anticommutent. ¢z est 'amplitude tunnel pour passer d’un
D

1.1 1leére partie : Eléments de base du calcul.

1. — Donner ’expression complete de Hp. Quelle est la dimension de tEﬁ?



Solution:

tEﬁ est une énergie.

Les électrons de conduction dans chaque métal sont considérés comme des particules libres. Le
métal de gauche est au potentiel chimique p; tandis que le métal de droite est au potentiel
chimique pug. La différence de potentiel chimique est maintenu en appliquant une tension eV =
HL — KR-
2. — Donner les expressions pour Kx = Hx — uxNx pour X = L, R, ou Nx est le nombre
d’électrons de conduction dans le métal X.

Solution:
2
— NI - LAt A
K= X (g - ) dhin= Y chibin
i 2
k2 ot 5 Rt
Kn = 3 (g —n) dide = el d;
E E

1.1.1 Systeme découplé

Dans un premier temps, nous allons considérer le systeme découplé, Hr = 0. Dans ce cas, les
deux métaux peuvent étre considérés individuellement. Nous allons étudier le métal de gauche
décrit par Ky, en détail. (Utiliser Ky, plutot que Hy, correspond & mesurer I’énergie par rapport
au potentiel chimique. En cours, nous avons utilisé la notation Hj au lieu de K L)

3. — Décrire I’état fondamental du métal de gauche.

Solution: L’état fondamental correspond & une mer de Fermi : tous les états avec
énergie Ejy < E}L7 = pr, sont remplis et tous les états avec énergie E; > Elg = py, sont
vides.

4. Obtenir le commutateur [Kp, ¢5].

Solution:

L At 4 ~ . L (At &~ & A AT A
[E €ﬁ/cﬁ, Cﬁ/7Cﬁ] = E gﬁ/ < ﬁl Cﬁ/ 5 ﬁcﬁ,/ ﬁl>
)
p
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. Montrer que la dépendance en temps des opérateurs ¢z en représentation de Heisenberg et
donnée par

e(t) = ege !

avee €& = 72/(2m) — pur..

Solution: L’équation de mouvement est donnée par

d

—Cp =i[Kp,é5 = iggéﬁ.

Ce qui mene directement au résultat indiqué.

T

. — Donner la dépendance en temps des opérateurs éﬁ en représentation de Heisenberg.

Solution:

ATy — ot i€kt
cy(t) = cge

. Calculer la fonction de Green

G (pt) = —i(Tex(t)el(0)).

Solution: Avec la dépendance en temps déterminée ci-dessus, on a
GL(p,t) = —i(Tex(t)el(0)
— —ie"fz?t{a(tx oy — 0(-t) ek }
_ i S 00871~ p) — 00k — 1)}

. Prendre la transformée de Fourier pour obtenir Gr,(p,w). (En cours, nous avons utilisé la
notation G pour indiquer qu’il s’agit de la TF. Souvent le tilde est omis — I'argument w
suffit pour identifier la TF.)

Solution: Pour pouvoir prendre la transformée de Fourier, il faut introduire un facteur
de convergence e~ avec 7 — 0F. Donc

CL(Fw) = / dt <G, (5 1)
— / dt =1 EF Lo(0)0(|5] — pl) — O(—1)0(pE — |51)}
> jwt—nt—it Lt L 0 jwt+nt—itLt
_ —i{f)(\ﬂ—p%)/ gk ) [ e }
0 —00

= —i {9(!131 —pﬁ)w_;l_. — 0(p — ﬂ).l.}

L L
il w41 —ils
1 1
= 0 — L 7+0 L e —
(|151 pF)w‘f'“?—géf (pF |ﬁ])w—in—§]§

1
w — €L+ ansign(|pl — pg)
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9. — Faire un schéma pour indiquer la position des poles de G, (p,w) dans le plan complexe.

Solution: Pour |p] > pk (5}5 > 0) les poles sont en dessous de l'axe réelle et pour
1p] < pk (§§ < 0) les pdles sont au dessus de 1’axe réelle.

10. — Déterminer la quantité de mouvement de Fermi pfy en fonction de la masse m des

11.

électrons et du potentiel chimique.

Solution:

Donc pf, =2mpr,.

— Démontrer la relation
1 popry [° gen [ B4
EE "'~Vd(EF)/OOd§5 S,

en donnant la définition de uc% (E) et 55 et en spécifiant les approximations faites ainsi que
leur justification, c.a.d., les conditions requises pour la fonction a intégrer. Ici d€25 est I'angle
solide élémentaire et Sy est l'aire d’une hypersphere en d dimensions.

Solution: D’abord en prend la limite continue,

1 d’p Sy o1 [ 49
Ld;”_/@w)d'”‘(2w>d/dpp E7R

Avec f}’% = p?/(2m) — Ep, on obtient

—1
1 Sd /Oo L (95 Ly-n/2 [ ¥
T . U i N i R N ke
Ld§ (27T)d s D (dp [ ( L p)] S,
& dQs
_ L L
_ / gk vl +€5) [ G2

—HL
Donc la densité d’états par spin est donnée par

—1
S dEL
Lip )y _ d D L1(d—1)/2
Vq (Ep) (27T)d < dp ) [QmEp]

avec EZ’; = p?/(2m).
Si pg, est la plus grande échelle d’énergie et I'intégrale est dominée par des valeurs {5 ~ 0
(en particulier, elle doit converger assez rapidement en £z — —o0, on peut approximer

1 L <o [
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12. Calculer la densité d’états v%(F) en d = 1,2, 3 dimensions. (Par la suite, on supposera qu'il

s’agit d’un systéme en d = 3.)

Solution: L’aire d’'une hypersphere en d = 1, 2,3 dimensions est donnée par S; = 2,
-1
dEL 1
So =271 et S3 = 4mw.A L = (L = btient
2 m et S3 7r vec(dp> (m) \/@,ono ien
1 _
=V 2E d=1,
i) = B a=2
;12m3/2\/§ d=3.

Les calculs pour le métal de droite sont analogues.

1.2 2éme partie : Courant et réponse linéaire

Nous considérons maintenant le systéme complet décrit par H. Le

courant tunnel peut étre

exprimer come le taux de changement du nombre N d’électrons de conduction dans le métal

de gauche, '
I(t) = —e(N(1))-
12. — Argumenter pourquoi [H, Ny| = [Hp, Np].

Solution: (1 point) Nj commute avec Hy, et Hr. Donc [H, Ny| = [Hp, Nr].

13. — Démontrer
¥y =i Y (ty -

-

k!ﬁ

résultat de la question précédente, on trouve

d
2N
dtF

=iy (tﬁﬁcﬁ;‘

i
)

k,pip

Solution: (4 points) L’équation du mouvement est donnée par Ny = i[H, Nz]. Avec le

Pour évaluer (N (t)), nous allons utiliser la représentation d’interaction avec Hy = Hy, + Hp, et
V = Hr. Ce sera traité en TD 2, ou on calculera le courant tunnel en réponse linéaire.
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2 Fonction de Green des phonons

En cours, nous avons considéré la fonction de Green des électrons en absence d’interactions.
Ici nous allons aborder le cas des phonons, c’est-a-dire, des vibrations du réseau cristallin.
Les déplacements des atomes de leurs positions d’équilibre, 7; = 7; ¢4 + u;, sont décrites par

I’'Hamiltonien suivant :
H = Z R ZV

ol le premier terme décrit ’énergie cinétique et le deux1eme terme ’énergie potentielle due aux
interactions entre atomes. Pour des petits déplacements, on peut utiliser une approximation har-
monique, V (z) ~ V(2°9) + 1V (2°9)(z — z°9)2. Dans la limite continue et apres transformation
de Fourier, on obtient

1 1,
q

Ici ¢z est le champ décrivant les déplacements tandis que II; est la densité de quantité de
mouvement conjuguée. Pour obtenir une description quantique, on impose le commutateur

[qbq*, Hqﬁ/} = ih&m/.
La pulsation wg = w_g > 0 est déterminée par V7 (2°?). Pour chaque valeur de ¢, cela correspond
donc a un oscillateur harmonique.
1. — On introduit les opérateurs

Muwgz 1
br = It —TI_~
a 2h (gbq + Mwg q> ’

Mwz 7
T q
= 2 (o imy).

Utiliser les relations de commutation pour montrer qu’il s’agit d’opérateurs d’annihilation
et de création bosoniques.

Solution: On trouve

o] = Irrne L
[bq’bé"} - 2h [% H*‘I’QS 7 ng,nq'}

1 el
S RN AT ARNC e
= %{—z —f—z,/ —zhéﬂw}:éqﬂ,qﬂ/

[bs.bz] = 5+ /7[@1 H,q, bgr + MWH(T,} =0,

bhol] - %m[m—M'

2. — Montrer que I’Hamiltonien peut s’écrire sous la forme

1
H = Zhwqﬂ(b:%bq'—F 2) .

7
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Solution: Avec

7= 2]\qu <b’7+ bif) ’ g =i h]\;[wq (bjf_ b’@) ’
on obtient
g = P ) ()
- —%‘“5 (bng_q.— bogh' o~ bibg+ b,qb(7> ,
b7 = 5 ]\Z <b~+ b ;) (b-5+ o)
_ MZ} (bab-+ 6" g+ bgbl+ bt 2L)
Donc

1
H = sz(;{—bgbqur bl blbg — b+ bgb_g+ bl bz bl bl Bl

_ 7Zhw { f o blog+ o b_q+b~bT}:Zhw5{bg.b§+;}.
q

N T_
A noter : d)q =¢_get Hq =1I_5
En commengant par H =) 7wz (b(;qur %), on trouve

Ho= Y (V5 (o)) (V57 G i) )

B ) i i 1 0
- Z iqu <¢_‘j¢‘j+ qu,¢—¢7ﬂ—q'_ qu_,HW‘T M2w 2H H—q + qu)
q

q

1 W
= Z <2Mw§'¢67¢—§+ QMHqH ?q (qu g — dlgpg+ h))

1
= Z(QMw§¢5¢_g+ o all- )

ol nous avons utilisé i[¢g, I = —h.

3. — Déterminer bg(t) et b:;(t) (représentation de Heisenberg).

Solution: Avec bz(t) = ef1!/hpe=Ht/h on obtient

9 _d ciHt/hy o —iHt/h | iHt/hy  ~iHt/h i
abq(t) = hH b 7€ bq e ﬁH
— L Hbg(t) — Loty = — L [bg(0), H)

Ok h O RTY”
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En outre,

0
by = [bg H] = Zh‘*’q [bg . blbg] = hewgby.

Donc on obtient bz(t) = e~“a'bz. Similairement, bg(t) = eiw@tbg.

4. La fonction de Green ordonnée en temps est définie comme
D(g,t —t') = —i(¢|TBy(t) B—¢(t')|9),

ol By = bz + bT_q X ¢g. Vérifier que B_z; = B}.

Solution:
Bl=bl+bg=b_g+bl=B_;

5. Calculer D(q,t —t'). (On note que ’état fondamental est le vide.)

Solution: La fonction de Green ordonnée en temps donnée ci-dessus peut étre définie
sous la forme habituelle

D(q,q'it—t) = —i{¢|TBs{t)BL(t)]¢) = fz<¢|TB<> (1))
= —i(g|TBy(t) B_g(t)|6)0z4 = D(@,t — t')ozqr.

D’apres la question précédente, By(t) = e~ “i'bs + eiw@tbiq. Donc

D@ t—t) = —ifo— )l (et 4 bl ) (g4 L) o)
(t’—t)<¢|< ity eyl (et e itht ) ()}
= =0t = ) T o loblio) + 01t — e (6lb_b! ) |
= z{e t—t)e @i Lot —t)e “q‘(t*t)}.

6. Déterminer D(q,w).

Solution: Avec le résultat de la question précédente, on trouve
D(Gw) — / d(t — 1) DGt — 1)

[e's) 0
= i / d(t — 1) elismiwg—m(t=) | / dt - ¥) eliwtiarti-0)
0 —00

{ 1 n 1 } 2wg
= 1y — = - - p = - p
iw—iwg—n w4 iwg+n (w — wg+in)(w + wg — i)
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La régularisation des intégrales a été faite de la méme fagon que pour les électrons.
Dans la derniere ligne, on a remplacé 2inw, par in parce qu w, > 0 et négligé des
termes d’ordre 7.
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