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TD 3 : Limite continue, ondes solitaires — 14 mars 2019
CORRECTION

1) Ondes solitaires dans une jonction Josephson longue.

L’équation du mouvement prend la forme
1P 2%
w2 ot? 7 922
avec wp = \/2el./hC et A\j = a\/h/2elcL.

ONDES PLANES :
Pour ¢ = 27n 4 dp avec |dp| < 1, on peut linéariser 1’équation :
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Dans ce cas, les solutions prennent la forme dp ~ expli(kz — wt)] avec

w = wpy/ ATk + 1.

Pour k£ — 0, on obtient w — wy, la “fréquence plasma” de la jonction. Pour k£ >> A, on obtient
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comme pour une ligne de transmission (voir TD2). Les vitesses de groupe et de phase sont données par
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SOLITONS :
On cherchera par la suite des solutions de 1’équation non-linéaire qui se propagent a vitesse constante
sans déformation. Dans ce cas, ’équation pour la phase ¢(z,t) peut s’écrire sous la form
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En outre,
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L’équation pour la phase peut étre interprétée comme 1’équation du mouvement d’une particule fictive
de masse 1 dans un potentiel U(f) tel que —9;U(f) =sin f, donc

U(f) =cosf (+cste).

En intégrant I’équation du mouvement, on obtient

f'fh = sinff
1d , 2 _i
O
d 1 .2 - 1,12 _ _
du{Z(f) —i—cosf} =0 = 2(f) + cos f = E = cste.

La constante F dans la derniére équation correspond a 1’énergie mécanique de la particule fictive, c.a.d.,
la somme de ’énergie cinétique et ’énergie potentielle.
On peut distinguer 4 cas différents :



e F =1 : Cest la solution qui nous intéresse. Dans ce cas

(f)? = 2(1 — cos f) = 4sin? g
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f(u) =4 arctan {exp [£(u — ug)]} (4+27n).

Pour le signe +, cette solution change de zero & u — —o0 & 27 & u — —oo (soliton). Pour le signe
—, elle change de 27 & u — —o0 & zero & u — —oo (anti-soliton). A u = ug, f prend la valeur 7
avec une pente f(ug) = 2.

Pour la tension, on obtient
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Cela correspond & un pic de tension de largeur ~ v/1 —v2 A; qui se déplace avec une vitesse

vp = vwpAy = va/VLC < a/VLC.

Quelques remarques sur les autres solutions :

1. Tandis que la solution pour EF+1 < 1 donnée ci-dessus n’est généralement pas compatible avec les
conditions aux bords, on trouve des solutions de type onde planes qui correspondent a des vitesses
v > 1 et donc des v imaginaires (voir p. 1).

2. La solution pour F > 1 correspond & une tension constante a travers la jonction,
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Si la solution est compatible avec les conditions aux bords, c’est le méme résultat comme pour
une ligne de transmission. Tenant compte du potentiel dans le regime E > 1 donne une tension
qui dépend du temps, mais toujours avec (V') # 0.



