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TD 2 : Extrémum sous contrainte, mécanique non-relativiste
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1) Multiplicateurs de Lagrange pour ’extrémalisation d’une fonction sous contrainte.

Soit f(x,y) = 2% — y%.
a) Trouver les extréma de la fonction.
b) Chercher les extréma e; de f (x,y) sous la contrainte g (z,y) = x?+y? = 1. [Conseil : tracer dans le plan

(z,y) les contours de f(x,y) = cte, ainsi que le contour qui correspond & la contrainte g (x,y) = 1. Que
se passe-t-il quand ces contours sont tangents ?] Alors, justifier que les extréma e; obéissent a I’équation :

v f= )\ﬁg. Ici X\ est appellé le multiplicateur de Lagrange.

¢) Justifier que les extréma e; satisfont également I'équation : V [f(z,y) — A (¢(z,y) — 1)] = 0. Expliquer

I'intérét que peut avoir une telle écriture si on élargit la définition du gradient a V= (6%’ 8%’ 3%) .

Dans le cas ou plusieurs contraintes g1 = c1, g2 = Ca,..., g = Cx sont présentes, les extréma vérifient
Péquation généralisée Vf = S2F | A\;Vg; ou bien V[f — S-F | Ni(gi — )] = 0.

2) Une corde pesante sous l’effet de la gravité.

On propose de calculer la forme y (x) d’une corde pesante sous leffet de la gravité entre les deux points
x = +a. La corde est attachée a deux points et sa longueur [y est fixe. On suppose la corde non extensible.

a) Montrer que la forme de la corde y () satisfait & :

lo = /a dz /T + 92 (1)

—a

b) Justifier que I’énergie potentielle due a la gravité est :
a
By = [ dopgy(a) VIT )
—a
ou p est la masse linéique de la corde et g I’accélération de la pesanteur.

c) A Taide des résultats trouvés au probleme 1) ci-dessus, justifier que 'on cherche l'extrémum de la
fonctionelle suivante :

F[y]Z/adwpgy(x)m—k</adxm—lo). (3)

—a —a
Ici A\ est une constante dont la dimension est celle d’une tension.

d) Montrer que la forme de la corde est donnée par
A
y(x) = — + acosh (W> . (4)
Py @

e) Déterminer «, 5 et A.



3) Equations d’Euler-Lagrange sous contrainte.

On étudie un systeeme avec N degrées de liberté ¢ = ¢, g2, ..., qn qui vérifient la contrainte suivante :

C(qi,.qn) = A (5)

a) Justifier pourquoi il est naturel d’élargir le postulat d’Hamilton de la maniére suivante : Les trajectoires
gi (t) suivies rendent laction S minimale. Ici S est action sous contrainte, donnée par :

siroi= [ [1(@7)-xe@- o) (6)

b) Calculer la variation 65 au premier ordre et démontrer qu'une action minimale est équivalent aux
deux equations :

doL oL _ o .
dt dgr,  Oqr " Oqi
pourk=1,..Net C(q,....qn) = A. Ici qx (t1)et g (t2) sont fixés par des conditions intitiales et finales.
Donner une interprétation physique au terme f)\%.

c¢) Démontrer que vC - d_'q = 0. Donner une interprétation physique de cette équation.

d) Calculer ’énergie totale E et démontrer que dE/dt = 0.

4) Nature de 'extrémum de P’action.

Soit un systéme dynamique unidimensionnel décrit par le Lagrangien L = mi?/2 — V(z). Soit xq () la
trajectoire qui rend extrémale I’action S = fttb L dt. Elle vérifie les conditions initiale et finale x¢|(t,) = 7,
et zq(tp) = xp. Soit la variation dx(t) telle que dz(t,) = dz(tp) = 0.

a) Calculer Sz, + dz] et montrer que, & 'ordre 2 en dz,

ty
1 o, OV
Sl + 6a] — S[ra) = 65° = 2 /dt [m5x2 T 922

5x2] . (8)
Tl (t)

Rappeler que 452 > 0, pour que z. corresponde & un minimum de Paction S.

ta

b) Montrer que ce résultat s’écrit également

] ox. (9)
a:cl(t)

¢) Soit la constante C' = supey, 4, {%1‘2/

] . Montrer que
Icl(t)

t
552 > 1jdt6 < _ols (10)
=y o x.
ta
d) On étudie 'opérateur différentiel D = —mj—; — C sur Uintervalle t € [t,,tp]. Utiliser 'analogie avec

I'équation de Schrédinger unidimensionnelle pour discuter des fonctions propres orthonormées U (t) et
des valeurs propres A, pour le probleme D, (t) = A\py1n (t) avec ¢ (te) = ¥n(ty) = 0.
e) Justifier que dz(t) = )", ¢, (t). Montrer que
05% > (1/2) Y c2(mn’n*/T? - C), (11)
n=1

ou T = t, — t,. Conclure sur la nature de 'extrémum de S pour z/(t).



