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EXAMEN FINAL (Corrigé) — 17 mai 2018 (3h)

1. Questions courtes. >" = 18 points)

Les réponses aux questions courtes ne nécessitent pas des calculs longs. Quelques phrases suffisent - la
moitié d’une page au maximum ! Vous pouvez ajouter des dessins pour illustrer vos réponses.

a) [5 points] On considére un systeme avec une densité Lagrangienne £(u(x,t), u(z,t), ug (T, ), Upy (2, 1), Uge (T, 1)).
Donner I’équation d’Euler-Lagrange correspondante. Décrire brievement comment on 1’obtient.

Solution : L’équation d’Fuler-Lagrange correspondant est donnée par

oL doL d oL d* oL d oL

Ou dt Ouy  dx Ouy + dx? Ougy Cda? OMymw

On obtient cette équation en faisant un calcul variationnel uw — w + du de Uaction S = [dt [dx L
en supposant que du = du, = Uy, = 0 sur les bords d’intégration. Avec des intégrations par partie, on
trouve la variation au premier ordre en du de Uaction sous la forme 65 = [ dt [ dx (...)du. Cette variation
doit étre nulle ce qui implique que l'impression entre paranthéses est nulle parce que du est une fonction
arbitraire.

b) [2 points] Qu’est-ce une onde solitaire ?

Solution : Une onde solitaire est une solution d’une équation nonlinéaire qui, a un temps t donné, varie
seulement dans une région finie et qui se déplace a vitesse constante sans distortion de son profile.

c) [3 points] Quelle est I'intervalle entre deux événements dans ’espace-temps ? Montrer sur un diagramme
adapté ce qui correspond & une intervalle type (i) temps, (i7) lumiere et (iii) espace.

Solution : L’intervalle entre deuz événements dans ’espace-temps est dénotée As avec
As® = (ty —t1)® = (w2 —21)" = (11 — 12)? = (21 — 22)°

ot les t; sont les instants quand les événements ont lieu tandis que les T7; = (x4, yi, z;) sont leurs positions.
c est la vitesse de la lumiere. On parle de

— intervalle type temps si As® > 0 (i)

— intervalle type lumicre si As® =0 (ii)

— intervalle type espace si As? < 0 (iii)
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d) /5 points] Donner 'action décrivant des particules chargés en présence de champs électromagnétiques.
Expliquer la signification des différentes contributions.

Solution : L’action décrivant des particules chargés en présence de champs électromagnétiques consiste
en 8 parties : S = Sy + Sint + Schamp -
So = —mc / ds.

— Sy est laction d’une particules libre :
— Sint décrit l'interaction champ-matiére :
1 PAm
Sint = —g JMA dQ,

avec la densité de courant j,, = pdx,/dt, le potential électromagnétique A,, et dQ = cdtdx dydz.
— Schamp €st l'action du champ électromagnétique donnée par

Cc

F,, F*dQ
167 / !

Schamp =

avec le tenseur électromagnétique F,, = 0A*/0x, — 0AY /dx,,.

e) [2 point] Qu’est-ce 'invariance de jauge ?

Solution : Les champ électromagnétiques sont décrit par le potentail A,. Comme les champs physiques
sont données par des dérivés du potential, ce potentiel n’est pas unique. Une transformation de jauge
change le potentiel sans changers les champs physiques — c’est ce qui s’appelle invariance de jauge. En
particulier, les champs physiques sont wariant sous la transformation A, — A, + 0f /Ox".

2. Solitons : Chaine de pendules couplés - = 81(+2) points)

Nous allons considérer une chaine de pendules couplés. Chaque pendule n oscille dans le plan y — z et
est caractérisé par I'angle 6,, avec la verticale — voir schéma. Les pendules sont espacés d’une distance a
le long de I'axe x. L’énergie cinétique d’un pendule est donnée par

2
(0
2\ dt

ott I = mi? est le moment d’inertie autour de son axe (m masse, [ longueur — on néglige la masse de la
tige), et son énergie potentielle dans le champ gravitationnel (constante de gravitation g) est donnée par

Vi = mgl(1 — cos b,).



L’énergie de couplage entre deux pendules n et m voisins, assuré par des ressorts de torsion de constante
de raideur C, est donnée par

— a) [2 points]/ Donner le Langrangien d’une chaine infinie de pendules.

Solution : Le Langrangien est obtenu en sommant la différence de l’énergie cinétique est l’énergie poten-
tielle sur tous les pendules :

= [1 (db,\? c
L = —_ -n — 1 — Q _ _ 2 .
E {2 < dt ) mgl( CoS en) 92 (0n+1 en) }

— b) /1 point] Donner 'action du systéme.

Solution : L’action est donnée par S = [ dt L.

c) [2 points] Déterminer les équations du mouvement. Commenter.

Solution : Les équations du mouvement sont les équations d’Euler-Lagrange :

oL _d oL
90, dt 96,

. d (.
= —mglsindy + C(Ont1 = ) = C(0n — Op1) — (16.)

= —mglsinG, + C(Ops1 + On_y — 20,) — 10,,.

1l s’agit d’un systéme d’équations différentielles non-linéaires couplées.

Par la suite, nous allons prendre la limite continue.

d) /5 points] Montrer que, sous certaines approximations, la densité Lagrangienne prend la forme

I C
,C(H(a:,t), 9t(£7t)a 92(x7t)> - 79152 - 7@03 - ﬂgl(l — COos G)v

2a 2 a
ou 0y = 90/0t et 6, = 00/0x. Spécifier les approximations utilisées.
Solution : On peut prendre la limite continue si les angles 0 varient lentement sur [’échelle de la distance
entre pendules. Dans ce cas, on écrit 0, = 0(na) = 0(x,,) — 0(x). La somme sur n est remplacée par une
intégrale : ) — a ! [ dx. Donc le Lagrangien prend la forme

2
L=a! /dac {g (89(8? t)> —mgl(1 — cosf(x,t)) — %(G(x +a,t) — 9(m,t))2} .

Par la suite, on développe 0(x + a) =~ 0(x) + (00/0x)a pour obtenir

L=a /d:c {; (89(;’ “)2 — mgl(1 — cosO(x, 1)) — CT“Q (89((;;’ “)2} .

En utilisant L = [ dx L, on obtient le résultat indiqué.




— €) [5 points] Faire un calcul variationnel, § — 64 60, pour déterminer les équations d’Euler-Lagrange.

Solution : On varie laction S = [ dt [ dx L. En particulier, on trouve

Sl6+56) = /dt/dm{ (0, + 50,)? —?(930—1-591;)2—TZgl(l—cos(@—&-é@))}

+ / dt / d {ataet — Cafy60, — gl sm(a)(sa}
a a

+ termes d’ordre superieur dans la variation.

On demande alors que

1
0=05 = /dt/dm {9t69t — Cab;d0, — %gl sin(9)69}

/dt/dm{I 900 Ca@z@ - mglsin(@)é@}.
or a

Pour les deux premiers termes, on fait une intégration par partie en utilisant que les termes de bord sont

nuls :
/dt/d {—1%694—0 %i(SH— glbln(@)é@}.
Donc
I 00, a0,
0 = m Bt +Ca a———glbln(@)

(R0 oo ol
ot? I 0z2 I

f) /2 points] Montrer que 1’équation d’Euler-Lagrange peut s’écrire sous la forme

020 9% )
2 (2)8 2+w§sm0=0. (1)
Spécifier les constantes cq et wy.

Solution : En utilisant le résultat de e), on voit immédiatement que ’équation d’Euler-Lagrange a la
forme indiquée avec
mgl

COZT et w% 7

Dans un premier temps, nous allons considérer le cas de petites oscillations, ot le probleme peut-étre
réduit a une probléeme linéaire.

— g) [1 point] Donner ’équation du mouvement linéarisée.

Solution : La seule contribution non-linéaire est le terme  sin . En approximant sin6 ~ 0 pour 0 < 1,
on trouve

020 32

i(qx—wt).

h) /3 points] Montrer que les solutions prennent la forme d’ondes planes, § = 6gpe Donner la

dispersion w(q).



Solution : En substituant 0 = 0,e* 9= dans I’équation linéarisée, on trouve

52 . o2 . .
0 = 79061(qr—wt) _ 837290€Z(qz_wz5) + w%eoez(qm—wt)

ot?
= (—w2 +c2q* + w%) oetar—wt)

w(q) = £y/wi + 3¢

11 faut donc —w? + c3¢* +wi =0 ou

Dans un deuxiéme temps, nous allons chercher des solutions du probléme nonlinéaire (Eq. (1)) qui se
déplacent & vitesse constante. Pour cela, nous posons 0(x,t) = f(z) avec z = & — vt, ol v est une vitesse
arbitraire.

— 1) [2 points] Trouver 'équation différentielle pour f(z).

Solution : En substituant 0(x,t) = f(z) dans I’équation (1), on obtient
d=\>d2f , (d=\*&f .
0 = <dt> @—co (dl’) @—FWOSIHJC

VA — " +wisin f

ou
2

W, .
- 2 01)2 sin f = 0.
0

J) [3 points] Montrer qu’apres une integration par rapport & z cette équation prend la forme

1 /df\? wd
2(dz) __03—1/2cosf—’_017

ou (1 est une constante d’intégration.

Solution : On multiplie I’équation obtenue en i) par f’. Par la suite, on trouve

w2

0 — f/f// _ v2 fl Sinf

2
Co —

o d 1 2 w% d - d 1 2 w2
 dz (2f> cg—vzdz( COsf)_dz 2f —I—Cg_v2cosf '

Par conséquent,

w
+ p— cos [ = cste.
0

— k) [1 point] Nous cherchons une solution spatialement localisée, tel que f(z) — 0 mod 2, f'(z) — 0
pour |z| — oo. Déterminer la constante Cf.

Solution : En prenant la limite f(z) — 0 mod 2m, f'(z) — 0, on obtient

2 2
W, w
0 0 0

+ 1 ou Ci = 5

2 _ 02 _ 2’
[&4) v [&4) v




1) /1 point] Pour quelles valeurs de v est-ce qu’une solution existe ?

Solution : L’équation prend la forme

1 2 W% w(2) . 2f
— = ———(1—cosf)= sin” =.
2f c%—vQ( 7) g —v

Donc il faut w3 /(c2 —v?) >0 ou |v| < cq.

— m) /3 points] En intégrant I’équation différentielle pour f(z), on obtient

f(z) = 4arctan {exp

:I:OJO Z— 20
co /1—0v2/2 ||’
Tracer cette solution et identifier les échelles caractéristiques.

Solution : Pour le signe + (=), la fonction f(z) va de 0 (2w) pour z — —oo a 27 (0) pour z — 0.
Le cas + est montré sur le schéma. La variation est centrée autour de zo avec f(z9) = mw. L’échelle
caractéristique de variation est donnée par L = \/1 — v2/c3 co/wo.

S
2nr

20

— * n) [2 points] Argumenter pourquoi la limite continue est valable seulement pour C > mgl.

Solution : La limite continue peut étre utiliser si l’échelle de variation de f est plus grand que la distance
entre deuz pendules voisins. Donc il faut L > a ou

Ca? ymgl C
CO”*VT/T*\/@W“’

c’est-a-dire, C' > mgl.

3. Théorie de Ginzburg-Landau : Quantification du flux & travers un anneau (>, = 22 (+5)
points)




Nous considérons un anneau supraconducteur dans un champ magnétique — voir schéma. La fonctionnelle
Ginzburg-Landau est donnée par
2
H2
+—0, 2
) .

olt 1 = [¢|e’® est le parametre d’ordre. En outre, A est le potentiel vecteur et H = rot A.

Fo = [ av {aw Dl | (in® - 2 Ay

— a) [4 points] Dans un premier temps, nous considérons le cas d’un parametre d’ordre uniforme a
H = 0. Commenter sur les signes des coéfficients « et /5 et leur dépendence en température. Discuter le
possibilité d’une transition de phase.

Solution : Il faut 8 > 0 pour que Fgr, posséde un minimum. Si a change de signe, il y a une transition
de phase. Pour a > 0, la fonctionnelle de Ginzburg-Landau est minimisée par ¥ = 0 ce qui correspond
a la phase normale. Pour o < 0, la fonctionnelle de Ginzburg-Landau est minimisée par 1 # 0 ce qui
correspond a la phase supraconductrice. Donc « doit étre positif pour T > T, et négatif pour T < T,
ot T, est la température critique. On peut écrire o = o/ (T /T, — 1). La dépendence en T de (B peut étre
négligé au voisinage de la transition.

— b) [2 point] Pour dériver les équations de Ginzburg-Landau, nous allons déterminer le minimum de
la fonctionnelle de Ginzburg-Landau par un calcul variationnel. Expliquer la procédure : par rapport a
quoi est-ce qu’il faut varier 7

Solution : On peut varier la fonctionnelle par rapport a ¥, v* et par rapport a A. On note que P et P*
peuvent étre considérés comme deux fonctions indépendentes. Le calul variationnel suit les mémes lignes
que celui fait en 2.¢).

c) [3 point] Effectuer le calcul variationnel par rapport a la variation ¢¥* — * 4 du*.

Solution : On écrit Far[¢* + 69*] = FaL[Y*] + dFgL, ot 0FgL, contient les termes en premier ordre en
o*. On trouve

ey = /dV {aww* + Ble2vsu" + ﬁ(—mﬁ _ %A’)w(mﬁ _ iﬁ’)&p*}

1
4m

= /dv{mp+5|¢|2¢+ (mﬁQfA’)%p}aw*.

Donc §Fgr, = 0 implique
1 - 2e -
ath + Bl 2 + — (—ihV — = )2 = 0.
4m c

— d) /2 point] Le calcul variationnel par rapport & la variation A — A+ 64 en combinaison avec les
équations de Maxwell donne I’expression suivante pour le supercourant :

-

Lhe /.= S 2¢? -
Jo =i (W0 =9V = T jyA,
m mc

Simplifier cette expression en utilisant ) = [)|e’?. Donner Pexpression pour la vitesse superfluide v, =
js/(ens) avec la densité superfludie ng = 2|¢|%.

Solution, : Avec Vip = (V|1h|)e’® + i|ih(Vp)e® et Vip* = (V]Y])e™ ™ — i|1h(Vp)e ™, on trouve

7

- he - 2¢2 -  hens (= 2e -
Jo= —PVe - —PA= ——=(Vyp - —A).
m me 2m he

6s—i (W—Qe,af).
he

T 2m

Donc



— €e) [2 points] Nous considérons maintenant un anneau supraconducteur de rayon R. La coordonnée le
long de 'anneau est dénotée r (voir schéma). Le parametre d’ordre doit donc étre périodique : donner la
relations entre les normes |1 (r 4+ 27 R)| et |¢(r)| ainsi que les phases ¢(r + 27 R) et (7).

Solution : La condition de périidocité impose |(r + 2nR)| = |(r)| et o(r + 27R) = ¢(r) + 27n avec
n € Z.

En utilisant les résultats de d) et e), on peut montrer que
2m 2e
— Qdr-Us+—¢d=necZl
L R
avec ng = 2[¥|? et ¢ le flux A travers 'anneau.

— ) [38 points] On note que le le supercourant circulant dans anneau est homogene. Exprimer v en
fonction de ¢, n et R.

Solution : Comme dr et U5 sont paralléles et vs = cste, on obtient §d77~ s = 2nRug, ot 2w R est la
circonférence de l’anneau. Donc

drmR %, ) ok 2,
B TR T b TR\ T )

— g) [3 point] En substituant le résultat de f) dans 1’équation trouvée en c) avec |i)| homogene, on
obtient

2y M (0 )
a4 PG + g (2 =) =0
avec ¢ = hc/(2e). Déterminer les solutions |¢)| possibles.

Solution : Soit || = 0, soit

2 h? ¢ 2 . 1 h? & 2
OO (%n) =0 o W= TE 0 e <¢on) ’

ot la deuxiéeme solution existe seulement pour
n:o( ¢ ?
a<—|—-—-n] .
4mR2 (¢0 )

h) /3 point] Sous quelles conditions une solution |¢)| # 0 est réalisée ? Trouver la valeur de n qui minimise

Solution : Si la solution ¢ # 0 existe, Far[y) # 0] < Far[0]. 1l faut donc

< e ¢ i
a < max, { — — —n .
4mR? (,25()
Le mazimum est réalise quand n est Uentier le plus proche de ¢/¢o. En variant le flur, n change de +1
quand ¢/po est demi-entier.




* 1) [8 points] Pour a = /(T /Teo — 1), tracer la température critique T./T¢ en fonction du flux. Ici Ty
est la température critique a ¢ = 0 tandis que T, est la température critique en présence d’un flux.

Solution : La température critique est donnée par la condition

h2 2
a(T.) = max, {_4mR2 (fo — n) } )
T

_1_|_i _ h2 E_ ’
To Ty Tumrz \9o ) (-

On obtient donc une variation périodique de T, avec le flux.

Donc

TCO
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2
¢

00 05 1.0 15 20 25 30 35 ¢0

A noter : Ici nous avons négligé ’épaisseur de l’anneau. Le champ magnétique qui perce le matériau
supraconducteur mene a une suppression supplémentaire de T, quand le champ augemente.

*j) [2 points] Pour quelles valeurs du flux est-ce qu’on trouve le T, le plus bas? Quelle est la condition
pour que I’anneau reste supraconducteur pour toutes les valeurs du flux?

Solution : Le T, minimal est atteint quand ¢/¢o est demi-entier. Dans ce cas

T. h?

te 1o v
Teo 16mR2a/

L’anneau reste supraconducteur pour toutes les valeurs du flux si cette valeur est positive, c’est a-dire, si

R > h/(4vVma!).




