UNIVERSITE JOSEPH FOURIER JuLiA MEYER (JULIA.MEYERQUJF-GRENOBLE.FR)
L3 PHYSIQUE - 2015/2016 MOURAD ISMAIL (MOURAD.ISMAILQUJF-GRENOBLE.FR)

L3 — Mathématique pour la physique
Corrigé TD 17 — Opérateurs linéaires 11

Exercice 1 — Equation d’onde.

Résoudre symboliquement 1’équation d’onde
Pu 50%u
207
ot? o0x?

avec les conditions initiales u(xz,0) = f(z) et dyu(z,t)|t=o = g(x) en Pécrivant sous la forme symbolique
0%u/ot? — ¢>D*u = 0 et en vous inspirant de la solution de I’équation ordinaire i — a?u = 0.

=0,

Solution : L’ED i — a®>u = 0 a la solution générale u(t) = Ae® + Be=. La solution symbolique de
l’équation d’onde prend donc la forme

u(z,t) = eP*A(z) + e P'B(2).
Avec les conditions initiales, u(z,t) = A(x) + B(x) = f(x) et u(z,0) = ¢cDA(x) — cDB(x) = g(x), soit
B(z) = f(z) — A(x) et

A @) - @) - A@]} = 90) = Alw) = 5 ()41 [ ot0)).

on trouve

c

(e, t) = % {ecm [f(a:) + lf d’ g(w')] LoDt [f(a:) _ %f d’ g(x/)]} .
On utilise e*°Pt f(z) = f(x £ ct) pour obtenir
w(z, t) = {f(x +et) + flo—ct) + % [Gz + ct) — Gl — ct)]} ,

ot G(z) = (" da’ g(z).

Exercice 2 — Opérateur moment angulaire.
Soit 'opérateur L, =Y, — Z9,, et L,, L, définis de la méme facon par permutation circulaire (z,y, z).
Démontrer que
[Ly, Ly] = —L..
En déduire les deux autres relations par permutation circulaire.

Soit maintenant 'opérateur L? = L2 + Lf/ + L2. Démontrer que L? et L, commutent, olt yu = z,y, 2.

Solution : On trowve [L,,Ly| = —L, et [Ly,L,] = —L,. Donc
[L?, Ls]

|
=

+ Lz + L§7LI] = [LiaLz] + [L§7Lx]
Ly, Lol + [Ly, Lo]Ly + Lo[Le, L] + [Le, L]L
yLz — LZLy + LzLy + LyLz =0.

De méme pour Ly et L,.



Exercice 3 — Opérateur différentiel

Démontrer que

D?-X?=(D+X)D-X)+1=(D-X)(D+X)—1.
En déduire [D — X, D + X] et [D? — X%, D + X].

Solution : On applique les opérateurs a une fonction f(x) arbitraire :

(D* = X?)f(w) f(x) = 2® f(2),
[(D+X)(D—-X)+1]f(x) = (D+2)[f'(x) —zf(@)] + f(2)
= (@) +af(x) - fz )—mf (x) — 2 f(2) + f(2)
= () —2*f(2) = (D* = X*)f(x )
[(D-X)(D+X)=1]f(x) = (D—2)[f(z)+zf(z )] f(z)
= (@) —af(x) + fz )+5ﬂf (x) =2 f(z) = f(x)
= f(2)—2*f(2) = (D* - X*)f(x )
Donc D?> —X?=(D+X)(D-X)+1=(D-X)(D+X) -
Alternative : On utilise [D, X] = 1. Donc

(D+X)(D—-X)+1 = D*-DX+XD—-X?>+1=D*-X?—-[D,X]+1=D?-X?,
(D-X)D+X)-1 = D*+DX-XD-X*-1=D*-X?>+[D,X]—-1=D?- X2

Par la suite on obtient
=D-X)D+X)-1-[(D+X)(D-X)+1]=[D—-X,D+ X]| -2,
c’est-a-dire, [D — X, D + X| = 2. En outre

[D>-X*D+X] = [(D+X)(D-X)+1](D+X)- (D+X)[(D-X)(D+X)—1]=2(D + X),
[D*>-X*D-X]| =[(D-X)(D+X)-1](D-X)-(D-X)[(D+X)(D—-X)+1] =—-2(D - X).

Exercice 4 — Fonctions d’Hermite.

Soit les fonctions d’Hermite

22| d?
(o) = o1 e | 5| S e [a2].
On peut démontrer que les fonctions h,, forment une base.
Démontrer que pour l'opérateur H = —D? + X2, nous avons Hh,(x) = (2n + 1)h,(z). Donner alors la

représentation de H dans la base des h,,.

Solution : On calcule

Hh,(x)

(=D* + X?)Cp(—1)" exp [x;] D" exp [—a7]

—Cn(-1)"D? {exp [ ;] D"exp [—x ]} + X?hy ().



On obtient

Soit
2
Hin() = (o) +20,(-1)" exp | 5| (D" X exp [ 27
Avec
[D,X] = 1

[D?.X] = D[D,X]+[D,X]D=2D

[D?,X] = D[D?* X]+[D,X]D*=3D?

[D",X] = nD"!,
on obtient

2
Hhp(xz) = —hy(z)+2(n+1)Cph(—1)"exp [] D"exp [—2%] = (2n + 1)k, (2)
Donc
1
3
i = 5

Exercice 5 — Valeurs et vecteurs propres.

Soit la matrice :

1 0 -1
M=|3 1 1
-4 0 1

Déterminer ses valeurs et vecteurs propres. En déduire les valeurs et vecteurs propres de exp[tM].

Solution : Les valeurs propres sont déterminées par det (M — A1) = 0. Donc
(1—=XA)? =41 =X =(1-N\-2)1-3)=0,

soit

3
)\1=1, )\2/3=1i\/1+ Z{’l



Pour les vecteurs propres, on obtient :

r1 — 21 = 1, 3r1+y1 + 21 =y, —4x1 + 21 = 21.
Donc e; = (0,1,0).
Ty — 29 = 32, 3xo + Yz + 22 = 3yo, —4x9 + 290 = 329.
Donc zy = —2x5 = —4ys, c’est-a-dire, es = (2,1, —4)/v/21.
T3 — 23 = —X3, 3z3 + Y3 + 23 = —ys3, —4x3 + 23 = —23.
Donc z3 = 223 = —(4/5)ys3, c’est-a-dire, e3 = (2, —5,4)/+/45.
Avec M"e; = \;\M"te; = \2M"2e; = ... \'e;, on obtient
o 1 o 1
exp[tM]e; = ;0 at"M"ei = ;0 Ht”)\”ei = erite,.

Donc les vecteurs propres sont les mémes tandis que les valeurs propres sont données par A; = exp[A;t].

Exercice 6 — Oscillateur harmonique.
On définit A =D + X.

a) Trouver At. En déduire [A4, AT] = 2.

b) Ecrire H = —D? + X2 en fonction de A et AT,

c) Soit Hip = Evp. Trouver HATp.

d) Il existe une fonction 1y pour laquelle Ayy = 0. Trouver H1)y et déterminer 1.

e) Soit Hi, = (2n + 1)1,. Utiliser les résultats ci-dessus pour déterminer ,,.

Solution :

a) AT est définit par (f, Ag) = (ATf,g), ou f,g sont des fonctions de carré sommable, soit

1D+ X09) = [ @) | (1 +2)ot)| = [ o | (=4 +2) @) te) = (D + X0 1,9).
Donc AT = —D + X. [A, AT] = 2 a été démontré dans l'exo 3.
b) D’aprés lexo 8, on obtient H = ATA+1 = AAT — 1.
c) On obtient

HAWg = (ATA+ 1) ATp = AT(AAT + 1)p = AT(H + 2)¢p = AV(E + 2)¢p = (B + 2)ATyp.

d) On obtient
Hipo = (ATA + 1)t = vo
avec Ay = 0. En outre, Avpg = 9{, + xtbg. Donc 1y = Coexp[—z?/2].
e) En utilisant les résultats de c) et d), on trouve
HAYW, = (Eo+2)ATye = 34Ty,
2 2 2 2
H (AT) g (B +2) (AN 4 = (Bo +4) (A7) 90 = 5 (A7) o

H(AN) "y = (2n+1) (AT)" ¢y.
Donc o, = C, (AT)n Ug.




