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L3 – Mathématique pour la physique

Corrigé TD 17 – Opérateurs linéaires II

Exercice 1 – Equation d’onde.

Résoudre symboliquement l’équation d’onde

B2u

Bt2
´ c2

B2u

Bx2
“ 0,

avec les conditions initiales upx, 0q “ fpxq et Btupx, tq|t“0 “ gpxq en l’écrivant sous la forme symbolique
B2u{Bt2 ´ c2D2u “ 0 et en vous inspirant de la solution de l’équation ordinaire :u´ a2u “ 0.

Solution : L’ED :u ´ a2u “ 0 a la solution générale uptq “ Aeat ` Be´at. La solution symbolique de
l’équation d’onde prend donc la forme

upx, tq “ ecDtApxq ` e´cDtBpxq.

Avec les conditions initiales, upx, tq “ Apxq ` Bpxq “ fpxq et 9upx, 0q “ cDApxq ´ cDBpxq “ gpxq, soit
Bpxq “ fpxq ´Apxq et

c
 

A1pxq ´
“

f 1pxq ´A1pxq
‰(

“ gpxq ñ Apxq “
1

2

ˆ

fpxq `
1

c

ż x

dx1 gpx1q

˙

,

on trouve

upx, tq “
1

2

"

ecDt
„

fpxq `
1

c

ż x

dx1 gpx1q



` e´cDt
„

fpxq ´
1

c

ż x

dx1 gpx1q

*

.

On utilise e˘cDtfpxq “ fpx˘ ctq pour obtenir

upx, tq “
1

2

"

fpx` ctq ` fpx´ ctq `
1

c
rGpx` ctq ´Gpx´ ctqs

*

,

où Gpxq “
şx
dx1 gpx1q.

Exercice 2 – Opérateur moment angulaire.

Soit l’opérateur Lx “ Y Bz ´ZBy, et Ly, Lz définis de la même façon par permutation circulaire px, y, zq.
Démontrer que

rLx, Lys “ ´Lz.

En déduire les deux autres relations par permutation circulaire.

Soit maintenant l’opérateur L2 “ L2
x ` L

2
y ` L

2
z. Démontrer que L2 et Lµ commutent, où µ “ x, y, z.

Solution : On trouve rLz, Lxs “ ´Ly et rLy, Lzs “ ´Lx. Donc

rL2, Lxs “ rL2
x ` L

2
y ` L

2
z, Lxs “ rL

2
y, Lxs ` rL

2
z, Lxs

“ LyrLy, Lxs ` rLy, LxsLy ` LzrLz, Lxs ` rLz, LxsLz

“ ´LyLz ´ LzLy ` LzLy ` LyLz “ 0.

De même pour Ly et Lz.
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Exercice 3 – Opérateur différentiel

Démontrer que
D2 ´X2 “ pD `XqpD ´Xq ` 1 “ pD ´XqpD `Xq ´ 1.

En déduire rD ´X,D `Xs et rD2 ´X2, D ˘Xs.

Solution : On applique les opérateurs à une fonction fpxq arbitraire :

pD2 ´X2qfpxq “ f”pxq ´ x2fpxq,

rpD `XqpD ´Xq ` 1s fpxq “ pD ` xqrf 1pxq ´ xfpxqs ` fpxq

“ f”pxq ` xf 1pxq ´ fpxq ´ xf 1pxq ´ x2fpxq ` fpxq

“ f”pxq ´ x2fpxq “ pD2 ´X2qfpxq,

rpD ´XqpD `Xq ´ 1s fpxq “ pD ´ xqrf 1pxq ` xfpxqs ´ fpxq

“ f”pxq ´ xf 1pxq ` fpxq ` xf 1pxq ´ x2fpxq ´ fpxq

“ f”pxq ´ x2fpxq “ pD2 ´X2qfpxq.

Donc D2 ´X2 “ pD `XqpD ´Xq ` 1 “ pD ´XqpD `Xq ´ 1.
Alternative : On utilise rD,Xs “ 1. Donc

pD `XqpD ´Xq ` 1 “ D2 ´DX `XD ´X2 ` 1 “ D2 ´X2 ´ rD,Xs ` 1 “ D2 ´X2,

pD ´XqpD `Xq ´ 1 “ D2 `DX ´XD ´X2 ´ 1 “ D2 ´X2 ` rD,Xs ´ 1 “ D2 ´X2.

Par la suite on obtient

0 “ pD ´XqpD `Xq ´ 1´ rpD `XqpD ´Xq ` 1s “ rD ´X,D `Xs ´ 2,

c’est-à-dire, rD ´X,D `Xs “ 2. En outre

“

D2 ´X2, D `X
‰

“ rpD `XqpD ´Xq ` 1s pD `Xq ´ pD `Xq rpD ´XqpD `Xq ´ 1s “ 2pD `Xq,
“

D2 ´X2, D ´X
‰

“ rpD ´XqpD `Xq ´ 1s pD ´Xq ´ pD ´Xq rpD `XqpD ´Xq ` 1s “ ´2pD ´Xq.

Exercice 4 – Fonctions d’Hermite.

Soit les fonctions d’Hermite

hnpxq “ Cnp´1qn exp

„

x2

2



dn

dxn
exp

“

´x2
‰

.

On peut démontrer que les fonctions hn forment une base.

Démontrer que pour l’opérateur H “ ´D2 `X2, nous avons Hhnpxq “ p2n ` 1qhnpxq. Donner alors la
représentation de H dans la base des hn.

Solution : On calcule

Hhnpxq “ p´D2 `X2qCnp´1qn exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

“ ´Cnp´1qnD2

"

exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

*

`X2hnpxq.
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On obtient

´Cnp´1qnD2

"

exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

*

“ ´Cnp´1qnD

"

X exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

` exp

„

x2

2



Dn`1 exp
“

´x2
‰

*

“ ´Cnp´1qn

#

exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

`X2 exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

`2X exp

„

x2

2



Dn`1 exp
“

´x2
‰

` exp

„

x2

2



Dn`2 exp
“

´x2
‰

+

“ ´p1`X2qhnpxq ´ Cnp´1qn

#

2 exp

„

x2

2



XDn`1 exp
“

´x2
‰

´ 2 exp

„

x2

2



Dn`1X exp
“

´x2
‰

+

.

Soit

Hhnpxq “ ´hnpxq ` 2Cnp´1qn exp

„

x2

2



rDn`1, Xs exp
“

´x2
‰

.

Avec

rD,Xs “ 1
“

D2, X
‰

“ DrD,Xs ` rD,XsD “ 2D
“

D3, X
‰

“ DrD2, Xs ` rD,XsD2 “ 3D2

. . .

rDn, Xs “ nDn´1,

on obtient

Hhnpxq “ ´hnpxq ` 2pn` 1qCnp´1qn exp

„

x2

2



Dn exp
“

´x2
‰

“ p2n` 1qhnpxq.

Donc

H “

¨

˚

˚

˝

1
3

5
. . .

˛

‹

‹

‚

.

Exercice 5 – Valeurs et vecteurs propres.

Soit la matrice :

M “

¨

˝

1 0 ´1
3 1 1
´4 0 1

˛

‚.

Déterminer ses valeurs et vecteurs propres. En déduire les valeurs et vecteurs propres de exprtM s.

Solution : Les valeurs propres sont déterminées par det pM ´ λ1q “ 0. Donc

p1´ λq3 ´ 4p1´ λq “ p1´ λqpλ2 ´ 2λ´ 3q “ 0,

soit

λ1 “ 1, λ2{3 “ 1˘
?

1` 3 “

#

3,

´1.
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Pour les vecteurs propres, on obtient :

x1 ´ z1 “ x1, 3x1 ` y1 ` z1 “ y1, ´4x1 ` z1 “ z1.

Donc e1 “ p0, 1, 0q.

x2 ´ z2 “ 3x2, 3x2 ` y2 ` z2 “ 3y2, ´4x2 ` z2 “ 3z2.

Donc z2 “ ´2x2 “ ´4y2, c’est-à-dire, e2 “ p2, 1,´4q{
?

21.

x3 ´ z3 “ ´x3, 3x3 ` y3 ` z3 “ ´y3, ´4x3 ` z3 “ ´z3.

Donc z3 “ 2x3 “ ´p4{5qy3, c’est-à-dire, e3 “ p2,´5, 4q{
?

45.
Avec Mnei “ λiM

n´1ei “ λ2iM
n´2ei “ . . . λni ei, on obtient

exprtM sei “

8
ÿ

n“0

1

n!
tnMnei “

8
ÿ

n“0

1

n!
tnλnei “ eλitei.

Donc les vecteurs propres sont les mêmes tandis que les valeurs propres sont données par Λi “ exprλits.

Exercice 6 – Oscillateur harmonique.

On définit A “ D `X.

a) Trouver A:. En déduire rA,A:s “ 2.

b) Écrire H “ ´D2 `X2 en fonction de A et A:.

c) Soit HψE “ EψE . Trouver HA:ψE .

d) Il existe une fonction ψ0 pour laquelle Aψ0 “ 0. Trouver Hψ0 et déterminer ψ0.

e) Soit Hψn “ p2n` 1qψn. Utiliser les résultats ci-dessus pour déterminer ψn.

Solution :

a) A: est définit par pf,Agq “ pA:f, gq, où f, g sont des fonctions de carré sommable, soit

pf, pD `Xqgq “

ż

dx f˚pxq

„ˆ

d

dx
` x

˙

gpxq



“

ż

dx

„ˆ

´
d

dx
` x

˙

f˚pxq



gpxq “ pp´D `Xqf, gq .

Donc A: “ ´D `X. rA,A:s “ 2 a été démontré dans l’exo 3.

b) D’après l’exo 3, on obtient H “ A:A` 1 “ AA: ´ 1.

c) On obtient

HA:ψE “ pA
:A` 1qA:ψE “ A:pAA: ` 1qψE “ A:pH ` 2qψE “ A:pE ` 2qψE “ pE ` 2qA:ψE .

d) On obtient
Hψ0 “ pA

:A` 1qψ0 “ ψ0

avec Aψ0 “ 0. En outre, Aψ0 “ ψ10 ` xψ0. Donc ψ0 “ C0 expr´x2{2s.

e) En utilisant les résultats de c) et d), on trouve

HA:ψ0 “ pE0 ` 2qA:ψ0 “ 3A:ψ0

H
`

A:
˘2
ψ0 “ pE1 ` 2q

`

A:
˘2
ψ0 “ pE0 ` 4q

`

A:
˘2
ψ0 “ 5

`

A:
˘2
ψ0

. . .

H
`

A:
˘n
ψ0 “ p2n` 1q

`

A:
˘n
ψ0.

Donc ψn “ Cn
`

A:
˘n
ψ0.
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