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L3 – Mathématique pour la physique

TD 16 – Opérateurs linéaires I

Exercice 1 – Identité de Jacobi.

Démontrer que pour trois opérateurs A,B,C, nous avons

rA, rB,Css ` rB, rC,Ass ` rC, rA,Bss “ 0.

Exercice 2 – Commutateurs d’opérateurs.

Démontrer que les opérateurs O et fpOq comuttent. fpxq est une fonction analytique dans le voisinage
de x “ 0. Même chose pour gpOq et fpOq. Démontrer que si A et B commutent, alors fpAq et gpBq
commuttent.

Exercice 3 – Exponentielle d’un opérateur (I).

Démontrer que
d

dt
exprtAs “ A exprtAs,

où A est un opérateur linéaire.

Aide : Utiliser le développement de l’exponentielle et les règles habituelles de la dérivation.

Exercice 4 – Exponentielle d’un opérateur (II).

Démontrer que
exprP´1AP s “ P´1 exprAsP,

où A,P sont deux opérateurs linéaires.

Exercice 5 – Commutation et exponentielle.

1 - Soit la matrice

A “

ˆ

0 ´x
x 0

˙

Calculer A2. En déduire une expression générale pour An selon que n est pair ou impair. Démontrer alors
que

exprAs “

ˆ

cosx ´ sinx
sinx cosx

˙

.

Aide : Décomposer la somme en termes pairs et impairs, et utiliser le développement en série des fonctions
sin et cos.

2 - Soit maintenant les deux matrices

C “

ˆ

0 ´x
0 0

˙

, D “

ˆ

0 0
x 0

˙

.

Démontrer que C2 “ D2 “ 0 et en déduire eC ¨ eD. Comparer eC ¨ eD et eC`D.
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