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L3 — Mathématique pour la physique
Examen Final — 5 janvier 2015 (CORRIGE)

1. Quelques questions courtes. (>° = 15 points)
a) [3 points] On considére la fonction
f(z) = sin(brz) — cos(8rx).

— Donner la période L de cette fonction.
— Donner les coefficients de la série de Fourier de f(z) sur l'intervalle Z = [0, L].

Solution : On trouve
flx+ L) = sin(57x)cos(5brL) + cos(brz)sin(d5wL) — cos(8mx) cos(8wL) + sin(8nwx) sin(8nL).
Donc f(x+ L) = f(x) pour
S5tL = 27mn et 8nL = 2mm avec n,m € N,
c’est-a-dire, L = %n = im. Le plus petits entiers naturels qui permettent d’obtenir cette egalité sont

n =25 et m = 8. Par conséquent, L = 2.
La série de Fourier est donnée par

flx)=ao+ ,i {an cos (271'71%) + by, sin (27rn%)] = —cos(27 x 8 X g) + sin(27 x 5 X g)

Donc ag = —1 et bs = 1 tandis que tous les autres coefficients sont nuls.

b) /3 points] Donner la partie imaginaire des fonctions suivantes :
(i) f1(z) = e®

(ii) fa(2) = =

(iii) f3(2) = %

avec z =z +iy et x,y € R.

z

Solution :
fi(z) = e =cosxz+ising
fo(z) = (z—iy)(z+iy) =2* +y?
1 T .
fs(z) = 2

x+iy:x2+y2 7Zx2+y2

Donc S[f1(2)] = sinz, S[f2(2)] =0 et S[f3(2)] = —y/ (2 + y?).

c¢) /2 points] Donner des exemples :
(i) deux opérateurs linéaires qui commutent.

(#1) deux opérateurs linéaires qui ne commutent pas.



Solution :
(i) X et X2
ou

(i) X et D
ou

d) /1 points/ On considére une particule soumise & une force F(z) = Ad(t) ou ¢t est le temps. Trouver la
dimension de la constante A.

Solution : Avec [F] =kg-m/s? et [6(t)] = 1/s, on trouve [A] = kg - m/s.

2. Formule de sommation de Poisson. (> = 15 points)
Nous allons démontrer la formule de sommation de Poisson,

PRGN S (e 1)

n=—oo k=—o0
avec f = TF[f].

a) [1 points] On définit la fonction

¢(t)= > f(t+nT).

n—=—oo

Démontrer que ¢(t) est T-périodique.

Solution :

Pt+T)= > fE+T+nT)= > flt+n+DT)= Y ft+ml)=¢(t).

n=—oo n=—oo m=—0oo

b) /1 points] Donner la série de Fourier complexe ¢p(t) de ¢(¢) sur U'intervalle Z = [0, T.

Solution :
T

[ee]
o 1 o,
¢)F(t) = Z Ck ezlﬂk? avec cp = f/(ﬁ(t) e_QZﬂdet,

k=—o0 0

c) [3 points| Démontrer que les coefficients ¢ de la série de Fourier complexe sont donnés par
1. 27
= =f(k—=).
cr = 7 (k7r)

[Vous avez le droit de changer l'ordre de la somme et de I'intégrale.|



Solution :

1T°°

T
i - o
_ —2iTk = _ —2271']{27
= f/ E ft+nT)e Tdt_Tn_Eoo/ft+nT T dt

0 n=—oo

oo (n+1)T I (n+1)T
1 . t—n ; t
= 7 Z / F(t) e 2k T gy Z / f(t) e 2T gy
=T aT =T g

_ f/f =20k E gy — f(k—)

d) /2 points] Utiliser ¢(0) = ¢r(0) pour démontrer la formule de sommation de Poisson (1).

Solution :

> far) - - Y -t Y E

n=-—o0o k=—c0 k=—oc0

1

Application : calcul de la somme > 7 Tin*

e) [5 points] Déterminer la TF de f(t) = 1/(1 + t?) en utilisant Panalyse complexe. Détailler bien tous
les étapes : choix du contour, détermination des singularités et calcul des résidus! Tracer le(s) contour(s)
choisi(s) et indiquer la position des singularités.

Solution : La TF est donnée par

o0
_ 1 ,
= [ dt Tt
fo = [ dty e
— o0
La fonction f(z) possede deuz poles simples & zy = i et z— = —i. En outre, elle tend vers zéro pour

|z| = oco. Donc le lemme de Jordan s’applique. Pour —w > 0 le contour doit étre fermé dans le plan
compleze supérieur tandis que pour —w < 0 le contour doit étre fermé dans le plan complexe inférieur.
Donc

f(w) 0(—w) fc dz—1 e 4 f(w) fc dr— L oiw:

14 22 1422

. 1 —twz, - 1 —twz, .
0(—w)2mi Res L aC ] 0(w)2mi Res L ol ,—z}

1 1
= G(fw)Qm'?e“’ - 9(&))27”'767“) = f(—w)me ¥l + f(w)me ¥l = re Il
i —2i

f) /1 points| Utiliser la formule de sommation de Poisson (1) pour exprimer la somme > -

fonction de f(w) = me~ ¥l

n=-—oo 1Jrn2 en

Solution : Avec Y " 1+1n2 =3 f(n),onaT =1 et, par conséquent, la formule de sommation

de Poisson donne
oo oo

Z 1+n2_ Z f27rk =7 Z e~ 2kl

n=—o0 k=—o0 k=—o00




. e 1
g) [2 points| Evaluer la somme en utilisant Y (2™ = 2—.

Solution : Finalement,

o'} -1 o'} o'} 00
1 _ —27|k| —2n|k] | _ —27k —27k
S PORLED W) B O o2
n=—oc0 k=—o0 k=0 k=1 k=0
el 1 1 —27
= W<22(6_2ﬂ-)k_1> :7'('(21_6_271__1) :Tf%:ﬂ'cothﬂ'.
k=0
3. Equations de compétition de Lotka-Volterra. (> = 21 points)

Soient deux populations en compétition suivant la dynamique

AN 1

S = aN (1 . KN) _ 8PN,
P

Y _sP+~NP.

dt T

Ici tous les coefficients «, 3,7, 9, K > 0.

a) [2 points] Trouver les solutions stationnaires avec Py = 0.

Solution : Pour Py =0, on o dP/dt = 0 indépendamment de la valeur de N. Pour obtenir aussi dN/dt =

0, il faut N(1— N/K) =0. Donc Ny =0 ou Ny = K.

On considére d’abord le cas g = v = 0 tel que les deux équations sont découplées. Pour les

exercices suivantes [b)-e)], utiliser I’équation (2) seulement.

b) /4 points] Faire un calcul perturbatif pour déterminer la stabilité des solutions stationnaires trouvées

en a).

Solution : On pose N(t) = No + eNy(t). Donc

d(N0+€N1) Ny + €Ny dN;q Ny N
——— = «aN, Ny)|[1l——— = — = No | —— Ny 1——
dt a(No +eN) K dt R RCA7a K
2Ny
= 1-— | N
(15
— Ny =0 J
N
d—tl—a]\h = Ni(t) = N;(0)e*
Donc ce point est instable.
— Ng=K
dN-
ditl = —aMN; = Nl(t) = Nl(O)e_‘”’

Donc ce point est stable.

c) [2 points] Est-ce que la population N (¢) augmente ou décroit avec le temps pour les conditions initiales

suivantes ?

(i) NO) = K — &



(ii)) N0O)=K+ =k
avec 0 < Kk < K.
Solution : Dans les deuzx cas, la population se rapproche de la solution stationnaire stable, No = K. Donc

pour N(0) = K — k < Ny la population augmente tandis que pour N(0) = K + k > Ny la population
décroit.

d) /3 points| Pour B = 0, I'équation (2) permet une solution exacte. Déterminer N(¢) en utilisant la
méthode de la séparation des variables. Dénoter la condition initiale N(0) = N.

Solution : L’équation (2) peut étre écrite sous la forme

dN _ 1( 1 1>dN:adt.

NE-N) K\N-K N K
Donc
/N(t)(N1K_]17>dN:1n(N(t>_K)N=—/to‘dt:_at‘
- = (N — K)N(t) 0
On obtient
(N(t) = K)N = (N = K)N(t)e™*" = Nw:_K+§i;1f

e) [1 points] Analyser le comportement de N(t) dans la limite ¢ — oo.

Solution : Pour t — oo, on obtient N(t) — K, c’est-a-dire, la solution stationnaire stable.

Maintenant on considére le cas général (5,7 # 0 ou les équations (2) et (3) sont couplées.

£) [2 points] Est-ce qu’il y a des solutions stationnaires Ny, Py # 07 Trouver les solutions stationnaires
et spécifier les conditions.

Solution :
1
Oza(l—KN> —BP et 0=—-6+~N.
donne 5 5
«
=2 p="(1--2).
No v’ Fo B( Kv)

Pour obtenir Py > 0, il faut imposer K > §/~. (Le cas traité en TD correspond ¢ K — 00.)

g) [4 points] Déterminer les équations différentielles perturbatives autour du point Ny = §/v, Py =
[1—6/(Kv)]a/B. Ecrire les équations pour Ny, P; sous la forme

d (N; Ny
il =M
i (7))

ou M est une matrice 2 x 2.



Solution : On pose N(t) = No + eN1(t) et P(t) = Py + eP1(t). Donc

d(No + eN Ny + eN
% = a(No+eNy) [1 - OKl} — B(Po 4 €P1)(No + eNy)

dN 2N, 2N,

:>d7tl = a<1[(O)Nlﬂ(PONl‘FplNo){Oé(l[(O)ﬂpo]NlﬂNopl
P, P;

W = —(5(P0+6P1)+’Y(N0+€N1)(P0—|—€P1)

dP,

T; = —0P +~v(NoPy + N1FPy) = vyPoyN1 + (=0 + vNo) P,

Donc la matrice M prend la forme

ad Bé
Mo (e =22) =8Py =Ny ) _ TRy BE
VP —5 47N oy (1 - i) 0o )

h) /3 points] Déterminer les valeurs propres de M. Est-ce que le point Ny, Py est stable ?

Solution : Les valeurs propres sont déterminées par l’équation
det (M — A\Id) = 0.

Donc

c’est-a-dire

ad ad \? 5
Ai_—mi\/(m) ~as(1-)

Comme K > §/v, on trouve R[Ax] < 0. Donc le point stationnaire Ny, Py est stable.

4. Polynémes d’Hermite. (> = 18 points)

Les polynomes d’Hermite H,, sont des polynémes orthogonaux par rapport au produit scalaire

(9. Na = / dz e g(z) f(x). (4)

a) [4 points] On considére opérateur linéaire
Lo
L= —§D +XD

z)] = 2f(z) et D[f(z)] = L f(z) = f'(z). Est-ce que L est hermitien par rapport au produit

avec X|[f(
(4)?

scalaire



Solution : On cherche opérateur adjoint LT.

(9, Lfle = / dx e_ng(x) [—;f’/(x) + xf’(x)}
= 5 [dr g (o) rw+ [ de e g@es @)
= = / dx (—21‘671‘, g(x) +67m29/(13)) f(x) + / dx e g(x)x f'(z)
= —;_/ dx % (e_”zg’(x)) f(x) = —;_/ dx (—2$€_ng/($) + e"”zg”(x)) f(x)

_ ([—;DQ + XD] g7f>G = (L9, fla-

Done LT = —%D2 + XD = L. C’est-a-dire L est hermitien.

b) [3 points] On suppose que h,, est une fonction propre de £ avec valeur propre A, = n,
Lh, = nh,,

oun > 0.
Démontrer que h,,—1 = ﬁh; est aussi une fonction propre de L. Trouver la valeur propre correspon-
dante.

Solution :

171
Lh, 1 = %[2D2+XD] Dh,,.

On utilise [D, X] = 1 pour obtenir

1[ 1 1
Lhp1 = %[—ZDQ—FDX—I] Dhn:%D(ﬂ—l)hn

1
= %D(TL — 1)hn = (n — 1)hn71-

Donc h,,_1 est fonction propre avec la valeur propre Ap_1 =n — 1.

¢) [2 points] Utiliser b) pour trouver une relation de réccurrence entre h,i1, hy, et h,_; a partir de
I'équation Lh,, = nh,.

Solution :

1
Lh, = —th +xhl, = —nhl _, +2nzh,_1 = —2n(n — 1)hy_2 + 2nzh,_1 = nhy,

ou
hn+1 = 21’hn — QTLhn,l.




d) /3 points] L’équation hy,41 () = 22h,(x) — 2nh,_1(x) permet de trouver tous les fonctions propres de
L si on connait ho(x) et hy(z). Démontrer que hi(x) = 2z est une fonction propre de £ avec la valeur
propre A; = 1. Trouver ho(z).

Solution : On trouve
1 d? d

Donc hyi(x) = 2x est une fonction propre de L avec la valeur propre A\; = 1. En outre, ho(z) = hi(z)/2 =
1.

e) [2 points] Quelle est la relation entre les polynémes d’Hermite H,, et les fonctions propres h,, ? Justifier.

Solution : Les fonctions propres h,, de L sont des polyndomes de degré n. Comme L est hermitien, elles
sont orthogonales. Donc elles correspondent aux polynomes d’Hermite.

£) [1 points] Démontrer que les fonctions 1, (x) = e~ 37 hn(x) sont orthogonales par rapport au produit
scalaire habituel, (g, f) = [*_dx g(z)f(z).

Solution : On trouve
oo

(Vs o) = / dz e by (2)hon(2) = (hin, hn) .-

— 00

Donc (hn, him)a = 0 pour n # m implique (n,Y¥m) = 0 pour n # m.

g) /3 points] Démontrer que les 1,, sont des fonctions propres de loscillateur harmonique
H=-D?+ X2
Trouver les valeurs propres FE,, correspondantes.

Solution :

[-D? + X (z) = [—dz + x2] (e—%ﬂﬂzhn(m))

—|—x2e*%w2hn(x)
2

= e 2 (hy(z) + 220, (z) — h(2)) = e 2% (14 2L) hn ()
= 2n+1e 2% hy(z) = 2n+ D), (2).

Donc 1, est une fonction propre de l’oscillateur harmonique avec la valeur propre E, = 2n + 1.



