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L3 — Mathématique pour la physique
Controle continu — 10 novembre 2014

Modalités : Notes de cours et TDs permis.

NOTE IMPORTANTE SUR LA REDACTION :
— Choisissez d’abord les probléemes qui vous plaisent le plus. Faites les autres que vous trouvez difficiles
a la fin.
— Si vous ne savez pas répondre a une question, admettez le résultat et passez a la question d’apres.
— La copie n’est pas un brouillon. Rédigez de fagon claire et concise, en mettant en valeur les résultats
importants que vous obtenez. Seule une argumentation correcte rapporte des points.

Formules utiles :

Séries de Fourier :
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Séries de sinus et cosinus :

. X . T

flz) = z:l by, s1n(7mf) by = 7 /f(a:) sm(7rnz) dx
n= 0
> i 2 1
x x
f(x)=ao+ Zlan cos(wnz) ag = Z/f(x) dx an =+ /f(x) cos(wnf) dx
n= 0 0
Transformées de Fourier :
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Convolutions et corrélations :
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Formule intégrale de Cauchy :
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Séries de Taylor :
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Séries de Laurent : -
f(z)= Z an(z —20)" a—1 = Res(f; 20)



1. Quelques questions courtes (pas de calcul nécessaire). (~15%)

a) On considere la fonction suivante :

f:00,2] - R
r — 2
Trouver laquelle des séries de Fourier, sinus ou cosinus donne les bonnes valeurs de f(x) aux bords,
c’est-a-dire en x = 0 et en x = 2. Tracer la fonction périodique définie par la série que vous avez choisie
sur lintervalle Z = [—2, 4].

b) Les tracés ci-dessous montrent deux fonctions & gauche ainsi que leurs transformées de Fourier a droite.
Indiquer quelle transformée de Fourier correspond & quelle fonction. (Recopier les tracés sur votre copie.)

f(x) f(q)

X

q

¢) Donner un exemple d’une fonction qui est analytique sur C\{3} et qui possede un péle en zy = 3.
Indiquer l'ordre de ce pole.

2. Equation de la chaleur : Transformées de Fourier et analyse complexe. (~50%)

On considere I’équation de la chaleur

Qu(m) = Da—Qu(:U,t) + Qo f(t)o(x),

ot Ox?
ou D, Qo € Ry et f(t) sera spécifiée plus tard.
a) Trouver une équation pour @(q,t) = TF,[u(z,t)].

b) Trouver une équation pour U(q,w) = TF;[u(qg,t)] en fonction de F(w) = TF[f(t)].

On va d’abord résoudre le cas f(t) = 6(t — to).

c) Calculer F(w).

Pour trouver u(x,t), il nous faudra prendre les transformées de Fourier inverses par rapport a g et w de

Qoef’iwto
Ulgw) = =——.
d) On commencera par la TF inverse par rapport & w. Utiliser Panalyse complexe pour trouver (q,t).

Détailler bien tous les étapes : choix du contour, détermination des singularités et calcul des résidus!
Tracer le(s) contour(s) choisi(s) et indiquer la position des singularités.



e) La prochaine étape sera de prendre la TF inverse par rapport & g de
i(q,t) = Qoe™ PT I H(t 1),
ol H(t) est la fonction Heaviside. Trouver u(x,t). Rappel : [ e~ 2dg = \/2m.

On passera maintenant au cas f(t) arbitraire.

f) Démontrer que la solution s’écrit sous la forme

oo

u(z,t) = /dsuo(:c,s)f(tfs),

— 00

olt ug(z,t) = Qo/(2v/mDt)e=" /AP H (1) est la solution de I'équation de la chaleur pour f(t) = &(¢),
déterminée en e).

g) Donner u(z,t) pour f(t) = Ad(t+T,) — Bé(t — Tp).

3. Mouvement Brownien : Séries de Fourier. (~35%)

On considere une particule sur un réseau discret unidimensionnel de pas d. La particule a une probabilité
a par unité de temps de sauter soit & droite, soit & gauche. On cherche & déterminer la probabilité P(n,t)
que la particule se trouve sur le site n au temps t. La probabilité P(n,t) obéit a ’équation maitresse

%:a[P(n+1,t)+P(n—1’15)—2]3(”775)}' )

On choisit les conditions initiales P(0,0) =1 et P(n # 0,0) = 0.

Pour résoudre le systeme d’équations différentielles couplées, on utilisera la méthode de la fonction
génératrice. Pour cela, on supposera que les probabilités P(n,t) sont les coefficients de la série de Fourier
complexe de la fonction ¢(s,t), c’est-a-dire,

¢(s,t) = Y Pn,t)e™.

n=—oo

a) ¢(s,t) est une fonction périodique de la variable s. Déterminer la période de ¢(s, ).
b) Donner l'expression des P(n,t) en fonction de ¢(s,t).

c) Trouver une équation différentielle pour ¢(s,t) en multipliant 1’équation (1) par ™* et sommant sur
tous les n.

d) Le résulat en c) prend la forme

0
a (Svt) + f(8)¢(8,t) =0

avec f(s) = 2a(1 — cos s). Donner la solution générale de cette équation.

e) Les conditions initiales pour P(n,t) fixent celles pour ¢(s,t). Donner ¢(s,0). Déterminer la constante
d’intégration de la solution trouvée en d).

f) La moyenne (n(t)) est donnée par

Montrer que (n(t)) = 0.

g) Trouver une expression pour (n?(t)) et déterminer sa valeur.



