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1. Quelques questions courtes. (~15%)

a) [12 points] On considere la fonction

f:0,1] —- R
r = f(z) =22
La fonction f(z) peut étre développée en série de Fourier (fr(x)), série de sinus (fs(z)) ou série de cosinus
(fe(x)) sur Pintervalle Z = [0, 1].

— Donnez les valeurs de ces 3 séries, c’est-a-dire, fr(z), fs(z) et fo(z),enz =0et en z = 1.
— Tracer les 3 fonctions fr(x), fs(z) et f.(x) sur Vintervalle élargi 7' = [—2, 2].

Solution : La fonction obéit aux conditions de Cauchy-Riemann. Donc la valeur de la série en x = x( est
donnée par & (f(zo +0T) + f(zg — 0F)).
— série de Fourier : fr(0) = fr(1) = % (f(O)+ f(1)) = %

104

— série de sinus : fs(0) = f(1) =0

b) [4 points] L’équation de la chaleur

0 0?

—u(z,t) — D=—u(z,t) =0

Sru(e,t) = D=—uz 1)

est une équation aux dérivées partielles. Utiliser les transformées de Fourier pour la réduire (i) & une
équation différentielle ordinaire et (i) & une équation algébrique.



Solution : Une TF donne une équation différentielle ordinaire :

2
iwu(x, w) — D%d(x,w) = 0 avec u(z,w)=TF; [u(z,t)],

ou %U((L t) + Dg*u(q,t) = 0 avec i(q,t) = TF, [u(z,t)].

Deux TFs donnent une équation algébrique :

iw 5(q,w) + D¢? ﬁ(q,w) =0 avec Z(q, ) = TF, [4(z,w)] ou E(q,w) = TF; [u(q,t)].

2. Théoréme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist. (~50%)

L’échantillonnage consiste a enregistrer un signal f(¢) seulement pour un nombre discret de points,
fn = f(n7). Le théoréeme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist affirme que nous sommes capable de
reconstituer exactement la fonction f(¢) & partir des f,, sous certaines conditions. Nous allons démontrer
ce théoreme.

a) [4 points] Le peigne de Dirac est défini par

Z o(t — na).

n=-—oo

Démontrer que la période de 1, (t) est a.

Solution : On trouve

o(t+a) Z d(t+ a —na) Z §(t—(n—1a Z §(t —na) = P(t).

n—=—oo n=—oo n=—oo

Donc 1, (t) est périodique avec la période a.

b) [6 points] Comme 1), (t) est de période a, on peut décomposer ¥, (t) en série de Fourier sur U'intervalle
[—a/2,a/2]. Trouver les coeflicients a,, et b,. En déduire que

o0

i 5(t—na):% Z e2imni/a,

n=—oo n=—oo

Solution : Comme ,(t) est une fonction paire, b, = 0. Pour les a,,, on obtient

a/2 oo o
1 1
ay = g/ Z 0(t —na) d Z / (t — na) . Z /H< ) (t — na) dt
—a/2 n==-o0 _a/2 n=-—00_"
1 & Tt &
- gn;w / I <a +n> 5(t) dt = En;mn(n) ——
a/2 .
an, = 2 / Z 0(t — na) cos 27mt dt = 2 Z II(n) cos (27n?) = 2
" a £ a 4 a’
—a/2 n=-—oo n=-—oo
Donc
_ l g = E _ 1 217Tnt/a 727,'7rnt/a _ 1 = 2imnt/a
%(t)aJranz_:lcos(%n >a{1+;( ) 7‘%;006 .



c) [5 points] Trouver la TF du peigne de Dirac en utilisant le résultat de b). Démontrer

~ 2
wa(w) = ;’(/}2#/(1(“))-
Solution : On trouve

/ Z 227rnt/a e~ Wt gt — Z / —i(w— Qﬂn/a)tdt

1 o 2mn m = o o
a n;m T (w ) a n;}f ( " ) IC)

d) /8 points] Rappeler ce que vaut (f * d,)(t), le produit de convolution d’une fonction f(t) quelconque
avec la distribution de Dirac, d4(t) = §(t —a). Soit maintenant la fonction f(t) & support borné : f(t) =0
sit ¢ [—b/2,b/2]. Représenter graphiquement (f *d,)(t) dans les cas ott a < b, a = b et a > b. En utilisant
ces résultats, représenter graphiquement (f * 1,)(¢t) dans les trois cas précédents.

Solution : Le produit de convolution de f et §, est donné par

(o) oo o0

(f % 62)(t) = /f( )oa(t — 5) ds_/f 5(t— s —a) ds—/fs+t—a 8(s) ds = f(t — a).

Pour le graphique, on choisit f(z) = (1 — 2?)II(x/2). Donc b = 2. Voir figures 1 et 2.

f(@) (f*01)l1] (f*02)[1] (f#04)l1]

a) «

FIGURE 1 — Les quatre figures montrent a) f(t), b) (f *d1)(¢) (donc a < b), ¢) (f *d2)(t) (donc a = b) et
d) (f *d4)(t) (donc a > b). Dans les figures b) — d), f(z) est indiqué par une ligne fine pour souligner la
différence entre les trois cas.

(f =yn)lx] (f*y)l1] (frgalr]

a) + o b) s

FIGURE 2 — Les trois figures montrent a) (f * 11)(t) (donc a < b), b) (f * ¥2)(t) (donc a = b) et d)
(f *14)(t) (donc a > b). On voit que dans la figure b), la fonction f(x) est répétée périodiquement avec
la période b. Dans la figure a), les répétitions se recouvrent. Dans la figure ¢), il y a des espaces entre les
répétitions.




g(t) g I(r)
1/|N

FIGURE 3 — Les deux figures montrent a) g(t) et b) g(¢t)I1(¢/2).

b)

e) [3 points] Soit g(t) une fonction quelconque. Montrer graphiquement les fonctions g(t) et g(¢) - II(t/a),
ou II représente la fonction porte, II(xz) = 1 pour —1/2 < z < 1/2 et II(x) = 0 sinon.

Solution : Pour le graphique, on choisit g(t) = cos(mx) —x/4 et a = 2. Voir figure 3.

f) [4 points] Soit maintenant la fonction & support borné f(w), nulle en dehors de lintervalle [—wo, wo).
En utilisant les résultats précédents, argumenter pourquoi

@) = (Frvman)(e) 11 (5 ). 1)

2w

Aidez vous d’un graphique.

[Help : Ce n’est pas important que 'argument de la fonction soit w au lieu de t. En effet, les
considérations sont les mémes dans l’espace de Fourier que celles qu’on a utilisées dans ’espace réel
pour les questions précédentes.]

Solution : Le produit de convolution §(w) = (f*z/;zwc)(w) fait que la fonction f(w) est répétée périodiquement

avec période 2wg. Le produit §(w) - Il(w/2wq) fait qu’on retient seulement la copie originale et pas les
répétitions. Voir figure 4. Donc

~ w
(Frtza)lw] (f*w:m,,)[w]-n(z—w”)

a) - TESE ‘o ) : L . w

FIGURE 4 — Les trois figures montrent a) f(w), b) (f * ¥au, )(w) et ¢) (f * tou, ) (w) - 11 (L) On voit

2w0
que les fonctions dans les figures a) et c¢) sont les mémes.

g) [6 points] Trouver la TF inverse de la fonction porte. Démontrer

TF T ) | = 22 sinc(wot).
[ (2w0>} - sinc(wot)

Ici sinc(z) = sina/x.



Solution : On trouve

wo

w 1 171, .1 1 . .
TF—l Il = - zwtd - m)t _ iwot _ —iwot
{ (Qw())} or ~or 2 (€ )

—wo

1 . wo .
= —sin(wgt) = — sinc(wpt).
— sin(wt) = = sinc(wot)

h) /4 points] Rappeler la TF inverse de @(w) - b(w). Rappeler la TF inverse de (E * d) (w).

Solution : On trouve

(axDb)(t),
TF! [(C* J) (w)} — me(t) - d(t).

J) [5 points] Démontrer

Z f(n—) sinc wo(tfnwlo))

n—=—oo

a partir de l’expression (1) pour f (w) en f). Cette expression nous donne une représentation exacte de la
fonction f(t) a partir des f,, = f(n7) avec 7 = 7 /wy.

Rappel : Selon b), TF ™[t (w)] = (1/a)tax/a(t)-

Solution : Selon f), la fonction f(w) peut s’écrire sous la forme a(w) - b(w) avec a(w) = (f * ou, )(w) et
b(w) = I (w/2wg). Donc, selon h),

oo

£(t) = / a(s)b(t — s) ds.

—00

On utilise alors que, selon h),

als) = T a(w)] = TF [(F + tau,)(@)| = 27/ (s) - TP [y ()]

Avec b), on obtient
77
a(s) = o1 (8) - Yy (5).

Selon g), b(t — s) = (wo/m) sinc(wo(t — s)). Donc,

£t = / F(5)+ Tt () - 2 simc(an(t - ) ds
= / f(s Z 5(s— nw—o ) sinc(wo(t — s)) ds
= Z f <n> sinc(wo (t — nf Z fnsine(wo(t —nt)).




i) /3 points] On suppose maintenant que

Ft) = % [A sin(Qt) + Bsin (;Qtﬂ

avec A, B,Q) € Ry. On admet que la transformée de Fourier est donnée par

w

fw)=7mATI (29) +nB1I (3%)

Quel est I'intervalle maximal entre des points discrets auxquels il faudrait enregistrer le signal pour le
reconstituer exactement ?

Solution : La transformée de Fourier de f(t) est non-nulle dans Uintevalle [—3Q, 2Q). Donc il suffit
d’enregistrer le signal d des intervalles 6t = w/ (%Q)
3. Analyse complexe. (~35%)
Nous allons calculer I'intégrale
7= / S
1+ a2t
0

a) [4 points] Trouver le domaine sur lequel la fonction f(z) = z/(1 + z%) est analytique/holomorphe.
(Utiliser les conditions de Cauchy-Riemann.)

Solution : La fonction f est définie sur C\{z|1 + 2* = 0}. Une fonction est analytique/holomorphe, si
elle obéit auz conditions de Cauchy-Riemann (0,f = —i0y, f) et les dérivées partielles sont continues. On
obtient
1+2t -4z 1-324
ax = 8x az = az = = )
A+t -4zt 1321

(0y2)0-f =i0:f = i = i

Oy f

Donc 0, f = —idy f et les dérivées partielles sont continues sur C\{z|1+z* = 0}. C’est-a-dire la fonction
est analytique/holomorphe sur C\{z|1 + z* = 0}.

b) /5 points] Déterminer la position et la nature des singularités de f(z). Indiquer les poles sur la figure.

Solution : La fonction f posséde des singularités pour 1+ z* = 0. Donc

4 . .
2’4 _ (,,,620) _ 7"46420 - 1= ez(2n+1)7r

avecr € Ry, 0 € [0,2n] et n € N. On trowve r =1 et = 7 /4,37 /4,57 /4, 7w /4. La fonction f(z) posséde
4 poles simples a

; 1 . 1
20:6”/4:\—6(1+i), 21:613”/4:5(71+i)
1

; 1
—— (1+1) et 23:6””/4:5(171‘).

=
29 = ewﬂ'/4 _

S



c) [4 points] Trouver les valeurs de ¢ tel que f(re'?) = c,f(r) avec ¢, € C pour tous r € [0, ocl.
Déterminer les constantes c, correspondantes.

Solution : On trouve .
i re'¥
1) =
Donc . '

£ (rei®) = (1)
pour exp[dip] =1 ou 4¢ = 2nmw. On obtient

i
wo =0, p1 = = et p3=—,
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avec Cyy =1, Cpy =1, Cp, = —1 el cpy = —1.

d) /6 points] Exprimer l'intégrale Z en fonction de lintégrale Z' de f(z) le long du contour fermé C,
indiqué dans la figure. Justifier.

Solution : Le contour consiste de 3 parties

?if(z) dz = /O_mO f(z)dz+ /oo_w”/%o f(z) dz + /em/zoo_>0 £(2) dz.

On trouve
/ f(z)dz = T,
0—o0
/2 ) Rei¢
— i ipy e
/Oo_)ei‘zr/2oo f(Z) dz Rh—I>noo 0 d (Re ) 1 4 R4edid 0,
/ flz)dz = —/ d (re”/2) ei”/2f(r) =17
eim™/200—0 0

Donc

I'=T+1 & I:%I’.



e) [5 points] Déterminer

z
’'=¢ ——d
ji 1424 :
par le calcul des résidus.
Help :

T 3 5m s s . 37 . om I
COS— = —COS— = —COS— = COS — = S8in— =sin— = —sin— = —sin — =

4 4 4 4 4 4 4 4

Sl

Solution : Seulement le péle zy = e'™/* est & Uintérieur du contour C. Donc
T’ = 2mi Res|f; o).

Comme il s’agit d’un pdle du 1°" ordre, le résidu est donné par

. 1
Res[f; 20] = lim [(z = 20) f(2)] = et
On obtient
7 = 271'2.; = z.

£) [1 point] Obtenir le résultat pour l'intégrale 7.

Solution : Avec T =1'/2, on obtient T = /4.

g) [2 points] Donner le rayon de convergence de la série de Laurent de f(z) autour de la singularité
enfermée par le contour C.

Solution : Le rayon de convergence d est donné par la distance la plus courte de zy aux autres singularités.
Donc d = |21 — 20| = |23 — 20| = V2.

h) /2 points] Indiquer un autre contour fermé C’ sur la figure qui permettrait aussi de calculer Z.

Solution :




