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L3 — Mathématique pour la physique
Examen final — 4 janvier 2011 : CORRIGE

Modalités : Notes de cours et TDs permis.

NOTE IMPORTANTE SUR LA REDACTION :
— Choisissez d’abord les problemes qui vous plaisent le plus. Faites les autres que vous trouvez
difficiles & la fin. Il n’est pas nécessaire de faire tout ’examen pour obtenir 20/20.
— Si vous ne savez pas répondre a une question, admettez le résultat et passez a la question d’apres.
— La copie n’est pas un brouillon. Rédigez de fagon claire et concise, en mettant en valeur les résultats
importants que vous obtenez. Seulement une argumentation correcte rapporte des points.

Formules utiles :

Transformées de Fourier :

¢ r —iqx —177 1 i r iqx
@) = fo) = [ e i )= 1) = o [ R
Coordonnées sphériques :
T =rcos¢sinf Yy = rsin¢sin 6 z=rcosf
1. Analyse complexe. (25 points)

a) (12 points) On veut évaluer 'intégrale

7 1
O/dx @2+ 1)(z2 + 4)

en utilisant ’analyse complexe

(i) (3 points) Trouver un contour fermé dans le plan complexe qui permet de évaluer cette intégrale.

Solution : On remarque que

o0

O/dxmmwm%/dwmw-

— 00

Maintenant on peut fermer le contour dans le plan complexe [z] > 0 par un demi-cercle de rayon R — oo.
[REMARQUE : Le choix de fermer dans le plan complexe [z] < 0 est aussi bien valable. Par contre, les
poles vont étre entouré dans le sens mathématique négatif et il faut donc faire attention aux signes.]




(ii) (3 points) Trouver les poles de la fonction & intégrer et déterminer leur ordre.

Solution :

1 1

M) = D)~ oG+ GG+ 2)

Donc les 4 poles sont z14+ = +i et zo4 = +2i. Tous ces poles sont du premier ordre.

(iii) (4 points) Déterminer lesquels des poles trouvés en (ii) sont & l'intérieur du contour choisi en (i)
et trouver les résidus pour ces poles.

Solution : Les pdles avec une partie imaginaire positive, S[z] > 0, sont a Uintérieur du contour.

1 1 1
Resllio) = TG — 20y 20 G G- 20(+20) i
1 1 1

Res(f;z24) = (221 — ) (224 + 1) (z2p +20) (20 —4)(20 +14)(2i +2i) 123

(iv) (2 points) Evaluer l'intégrale.

Solution : On wutilise le calcul des résidus pour obtenir

7 1 1 1
O/d”f 21024 2}'2‘“ 2+ 1)(2 1 4)

1, . 1 1 T
= 527” {Res(fazl-‘r) + Res(fazl-‘r)} = T {6’L - 122} = ﬁ

b) (13 points) Au partiel, nous avons trouvé que la TF de la solution du oscillateur amorti, forcé décrit
pas I’équation différentielle

d? d
Em(t) + a£x(t) + Bx(t) = 6(t —to)
est donnée par
B e—iwto
Bw) = —w? +ijaw+ B’

Rappeler les signes de « et 8. Trouver z(t) en utilisant le calcul des résidus.

Solution : On utilise la définition de la TF inverse,

x(t) = % /i(w)emdw.

On utilise le lemme de Jordan pour trouver un contour fermé dans le plan complexe. L’intégrant est
donné par

;eiw(t*to)

—w? +jow + B '
Pourt—ty > 0, on ferme dans le plan complexe S[z] > 0. Pourt—to < 0, on ferme dans le plan complexe
S[z] < 0. Donc,

z(t) = % {H(t - to)?i #(2)e*dz + H(—t + to)% i(z)eithz} .



On trouve les péles,
—w? +iaw+ 4 =0,

donc zy = o+ /B — 0‘72. Avec S[z+] > 0, on obtient

1

x(t) 27rH(t — to) x 2mi {Res (Z(2)e”*", 24 ) + Res (Z(2)e",z_) } .

Les résidus peuvent €tre calculés en utilisant

1

Pz eizt - _ eiz(t—to).
) o=
Donc
, 1 iz (t—to) 1 iz (t—to)
z(t) = iH({t—ty)q————e*t —— ¢ 0
2y — 2 2o — 2y
= iH(t— fg) e $ () {ei B2 (t=to) e—ivﬁ—‘f(t—%)}
2,/8-%
1 — 2 (t—tp) o 0[2
= H(t—tg)———=c 2" ")gin 67Z(t7t0) .
a2
V8=
2. Systéme prédateurs-proies. (80 points)

En cours nous avons considéré le modele de Lotka-Volterra. Soit P le nombre des prédateurs et N le
nombre des proies dans 1’écosysteme. Lotka et Volterra ont proposé

dN/dt = aN —BNP,
dP/dt = ~yNP —§P.

a est le taux de croissance naturel des proies en I'absence des prédateurs. La présence des prédateurs
cause la disparition des proies, proportionnellement au nombre de prédateurs et de proies, d’ou le terme en
—BN P dans la premiere équation, 3 étant ’efficacité de la chasse. Dans I’équation qui régit la dynamique
des prédateurs, nous voyons que la croissance est fonction du nombre de proies disponible, et le terme §
est le taux de mort naturel des prédateurs.

Pour tenir compte des ressources limitées, on introduit un terme supplémentaire pour obtenir

dN/dt = oN —kN?—j3NP, (1)
dP/dt = ~yNP —§P, (2)

avec k > 0.

On va commencer par la dynamique des proies pour 5 = 0.

a) (2 points) Décrire la signification du terme o k dans I’équation (1).

Solution : Ce terme décrit une compétition entre les proies qui les empéche de devenir trop nombreur.

b) (2 points) Trouver le(s) point(s) d’équilibre Ny.

Solution : Les points d’équilibre correspondent & aN — kN? = (o — kN)N = 0. Donc il y a 2 points
d’équilibre, No = 0 et Ng = a/k.



¢) (4 points) Etudier la dynamique des proies proche de ce(s) point(s) d’équilibre, c’est-a-dire, pour
N = Ny + eN;. Déterminer la stabilité.

Solution : L’équation pour N1 prend la forme
dN7/dt = aNy — 26NgNy.
— Pour Ny =0, on obtient
dNy/dt = aN, = Nip(t) = N1(0)e™.

Donc, pour a > 0, le point Ny = 0 est instable.
— Pour Ny = 0, on obtient

dN, /dt = aN; — 2/4:%]\71 = —aN;, = Ni(t) = Ni(0)e e

Donc, pour o > 0, le point Ng = a/k est stable.

d) (5 points) Trouver le prochain ordre N = Ny + eN; + €Ny pour Ny = a/k.
Solution : L’équation pour Ny prend la forme
dN,/dt = aNy — 26 NgNy — kNE = —aNy — k(N1 (0))%e ™2,

On a donc a résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre. La solution générale de
l’équation homogene est

N{® (1) = Cge .
Une équation particuliére de l’équation compléte est

NP (t) = Cpe2e,
ot C}, est déterminé par l’équation

—20C, = —aCy — k(N1 (0)2 = Cyp= Z(N1(0))2

Finalement,
Ng(t) = Cge_at +

et, avec les conditions initiales,

Nat) = (Naf0) = = (M1 (0)?) e +

e) (3 points) Soit Ninitial = N (¢t = 0). Trouver la solution exacte N(t) de I’équation (1).

Solution : L’équation (1) pour B =0 peut étre résolue par séparation des variables :

_4aN
aN — kN2
On obtient
1 N 1 1 1. N(@)(¢—-N )
b= &N / (N + & — N) N = a = Ninitia,;(% —}I{;t(lj)l).
initial



Donc
a
Ninitial(g —N(@)e* = N()(= — Ninitial)s

et finalement
[e] t
Ninitial =€

N(t) = .
®) 2 4 Ninitial (e — 1)

Maintenant on va considérer le systéme complet, Egs. (1) et (2), pour S # 0.

£) (3 points) Déterminer les points d’équilibre. Pour quelles valeurs de  est-ce qu’ils existent ?

Solution : Les points d’équilibre correspondent a
N(a—kN —pP)=0 et (yN—-0)P=0.
Donc il y a 3 points d’équilibre possibles :

— Ny = Py = 0 pour tous k
= 2 et Py =0 pour tous k

|
=
|
2 [ox[Q

et Py = %(a— /@%) pour K < %' parce que P > 0

g) (7 points) Etudier la dynamique proche du point Ng = §/y et Py = /8 — /(7). Déterminer la
stabilité.

Solution : Les équations pour N1 et P; prennent la forme

5 5
ANy /dt = aN; —26NoNy — BNoP — N1 Py = — 2Ny — 5—131,
¥ v

1
dpl/dt = ’}/Nopl +’}/N1P0 — 5P1 = B(Ofy — HJ)Nl.

Les deux équations peuvent étre combinées dans une équation matricielle :

ANy _ (- ST (N
dt \P1) ~ \ g(ay—wé) 0 P )
Pour déterminer la stabilité, il faut trouver les valeurs propres de la matrice,

-2 =R _ RS Lo B
detKé(m_m O)-m]_o & (7 N(=A) = Gla = rd)( 7)_o.

Donc

K0 K252 6
/\i——27:|:\/472 —;(O[’Y—H(S).

Comme ay — k§ > 0, on trouve R[Ax] < 0 et donc le pont d’équilibre est stable. On obtient
Ny = A+ Ber=t et Py = CeM! 4 Det,

ot deux coéfficients sont déterminés par les ED qui lient N1 et Py et les deuz autres sont déterminés par
les conditions initiales.




h) (4 points) Tracer la courbe paramétrique (N (t), P(t)) pour k = 0 et les conditions initiales suivantes :
(i) (2 points) N(t =0) =ea et P(t=0) =0 avec a >0

Solution : Pour k = 0, on obtient le cas traité en cours et TD ou Ay = £ivad. Par contre, les conditions

initiales données ici ne sont pas proches de (%, %), mais proches de (0,0). Dans ce cas la, les équations

pour Ny et Py sont découplées et les conditions initiales données donnent

Nl(t)zae”‘t et Pl(t)ZO.

(ii) (2 points) N(t =0) =6/v+ca et P(t) = /B avec a >0

Solution : Pour k =0, on a Ay = £ivad. En outre,

N, = AeiVadt 4 peivast . p _ 7%% _ 7%\/@(146th _ Beiatty.

Avec Ni(t =0) =a et Pi(t =0) =0, on obtient

Ny = acos (\/@2&) et P = ag\/gsin (@t)

et, donc,
532
N2 P2 — 2
1+ a2t a”,
ce qui décrit une ellipse.
3. (20 points) Opérateur moment cinétique. (~20%)

Dans ’espace des fonctions a trois variables, 'opérateur L, est définie en coordonnées cartésiennes par

Lzzxi— 0

Ay Yor:
a) (8 points) En utilisant les régles de dérivation en chaine, démontrer que L, = 9/9¢, ol en coordonnées
sphériques, ¢ est la variable qui mesure I’angle de la projection du vecteur sur le plan x — y avec 'axe x.

Solution : Avec x = rcos¢sinf et y = rsin¢siné, on trouve

0
- —rsin¢gsind = —y et

99 0¢

=rcos¢sinf = x.

Donc

Oy 9  0x 0 0

L:=5¢0y T 960z ~ 96

b) (3 points) Que représente 'opérateur exp[aL,] ol « est un scalaire réel ? Evaluer exp[aL.|f(r, 6, @),
ot f est une fonction & valeurs complexes de trois variables (f : R® — ©).

Solution : On sait
o

1, 0"
explaL,] = explady] = —a”—
¢ ,;) nl" 96
. Donc
o0 an
xplaLL1f(0.6) = 3~ S (.0,0) = £(7.0.6 + ),
n=0

c’est-a-dire, 'opérateur explaL,] représente une rotation autour de Uaze z d’un angle a.



c) (8 points) Dans lespace des fonctions a valeurs complexes de trois variables, donner la forme générale,
en coordonnées sphériques, des fonctions propres et des valeurs propres de 'opérateur L,. Démontrer en
particulier que les valeurs propres doivent s’écrire comme +in, oul n est un nombre entier.

[Help : f doit étre périodique dans la variable angulaire ¢.]

Solution : On cherche une fonction f tel que

Lf = g =M.

C'est le cas pour f(r,0,¢) = g(r,0)e*?, ou g(r,0) est une fonction arbitraire. La fonction f doit étre
2m-périodique, f(r,0,¢) = f(r,0,¢ + 27), ce qui donne la condition 27\ = £in2m ou A\ = +in.

d) (3 points) Donner la définition du produit scalaire dans 'espace des fonctions a valeurs complexes
d’une variable. Généraliser a ’espace des fonctions a valeurs complexes de trois variables.

Solution : (f,g9) = | f*(z)g(z) dx peut étre généralisé d

(f.9) = / (2, 2)g(@,y, ) dady dz = / £ @y, 2)9(z, . 2) V.

e) (2 points) Dans 'espace mentionné ci-dessus, est ce que 'opérateur L, est hermitien? Est-ce que
lopérateur iL, est hermitien ?

Solution : On trouve
0
(fv ng) = /f*(’l“, 9¢)87¢g(ra9’¢) av
0
= [ 5 (00)9(1,6.0) 4V = ~(L.f.0).

Donc L, n’est pas hermitien. Par contre,
. . .0
(hiLag) = [ £00)i5500:0.0) av

. / ia%f*(r, 60)9(r,0,6) dV = (iL.1.g).

Donc, iL, est hermitien.

f) (2 points) Donner les expressions pour L, et L, en coordonnées cartésiennes.

Solution : L, = y% - za% et Ly = za% - m%

g) (3 points) On connait le commutateur [L,, L,] = —L.. Les autres commutateurs peuvent étre déduits
par permutation circulaire. En utilisant ces commutateurs, trouver [L?,L.] ou L* = L2 + L2 + L2.

Solution :

[L? L] (L3, L.+ (L}, L.]) + [L2,L.] = Ly[La, L:] + (Lo, L2) Ly + Ly[Ly, L.] 4 [Ly, L] Ly

= L,L,+LyL,+Ly,(—L;)+ (—Ly)L, =0



h) (1 points) Vous avez déja trouvé les fonctions et valeurs propres de L,. Est-ce qu’on peut en déduire
quelque chose sur les fonctions et/ou valeurs propres de L2 ?

Solution : Comme L? est L, commutent, ils ont les mémes fonctions propres.

4. Stabilité de surfaces. (25 points)

Considérons une interface définie par la fonction u(x,t) vérifiant 'équation différentielle

ou 5 0%u 9w

avec a,b,d > 0.

On va commencer par étudier de I’équation linéaire pour b = 0.

a) (1 points) L’équation (3) pour b = 0 peut étre écrite sous la forme dyu = Lu, ol £ est un opérateur
linéaire. Donner I'expression pour L.

m.'ﬁz—a—i—caa—;—da%

b) (2 points) Résoudre symboliquement 1’équation dyu = Lu.

Solution : On trouve u(x,t) = e“tu(z,0).

c) (4 points) Chercher les fonctions et valeurs propres de L.
[Help : S’inspirer des TFs.]

Solution : L contient des dérivées par rapport a x. On sait que 0,€9% = ige’?®. Donc e'9% est une fonction
propre de lopérateur linéaire D = 0,. Comme L = —a + cD? — dD*, on obtient

Lo = (—a— o — dg")e™,
c’est-a-dire, €'9% est une fonction propre de L associée avec la valeur propre N, = —a — cq® — dq*. Des
TF, on sait que {€'%}4cm est une base orthogonale de lespace des fonctions f : R — R.

d) (3 points) Exprimer u(z,t = 0) = f(z) en fonction des fonctions propres de L.

Solution : Comme "% est une base, on peut écrire

u(et=0)= 1) = [ dacla)e™
La comparaison avec les TF donne
olg) = o f@)= o [ do flaje
U= 27 U= 27 J_ o




e) (4 points) En utilisant le résultat de b), donner une expression intégrale pour u(z,t) en fonction des
fonctions propres de L.
Solution : D’aprés b), on a u(x,t) = e“*u(z,0). Avec le résultat de d), cela devient

oo

u(z,t) = eﬁt/dq c(q)er”

— 00

oo

/ dq c(q)erte’r®.

—00

Comme €'9% est une fonction propre de L avec la valeur propre Ay, on obtient eLtetar = erateia® et done,

oo

U(Jf,t) = / dq C(q)e(fafcqudqél)teiqm.

— 00

£) (4 points) Evaluer u(x,t) pour f(x) = d(x) ainsi que ¢ >0 et d = 0.

Solution : En prenant la TF de 6(x), on obtient ¢(q) = i Donc,
u(z,t) = 1 / dg e(-a—ca’)t gige
’ 27
]. t 2_; = 1 2 . x \2_ 22 ]. ™ z2
- - ,-a d —ct(q®—iql) — ~ ,—at / d —ct(q —igg) — 4 — — ,—at [ — i,
27r6 / 1e 27re ae 27re cte
Y —o0o

Maintenant on va considérer 1’équation complete pour b # 0.

g) (2 points) On veut considérer la stabilité linéaire de la solution wug(x,t) = 0. Est-ce que le résultat
dépend de la valeur de b7 A quel ordre en ¢ est-ce que le coéfficient b apparait 7

Solution : Non. Le coéfficient b apparait a l'ordre 3 seulement.

h) (5 points) Utiliser le résultat de e) pour trouver la stabilité linéaire en supposant ¢ < 0.
Solution : La solution u = 0 est stable si le coéfficient o dans lexposant, e** est négatif. Donc, il faut

)\q:—a—ch—dq4§0.

On sait \y = 0 pour ¢* = —o5t % — 4. Par symétrie, il suffit de considérer les solutions ¢ > 0. Pour

a,d>0 et c<0, il n’y pas de solutions réelles pour a > c/(4d) tandis qu’il y a deuz solutions réelles

c c2 a
Y S T Bt
T+ \/ 24~ Vi 4
pour a < c¢?/(4d). Comme \g < 0 et Algl—oo = —00, il y a une instabilité pour les valeurs |q—| < |q| < |q4|
ot Ay devient positif.




